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RESUMEN

Presentamos una sintesis del Enfoque Ontosemiotico (EOS), sobre el conocimiento y la instruccién matematicos,
resaltando los problemas, principios y métodos de investigacion en didactica de las matematicas que se
abordan con este marco tedrico. Se argumenta que la didactica, como disciplina cientifica y tecnologica, debe
abordar los problemas epistemoldgico, ontologico, semiotico-cognitivo, educativo-instruccional, ecologico y de
optimizacion de la instruccion, asi como la formacion de profesores. El EOS asume principios antropologicos,
pragmaticos y semioticos para investigar estos problemas, ademas de principios socioculturales para abordar
los problemas educativo-instruccionales. La nocién de idoneidad didactica proporciona un criterio sistémico
para tratar el problema de optimizacion de los procesos de instruccion matematica.
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ABSTRACT

We present a synthesis of the Onto-semiotic Approach (OSA) theoretical system to mathematical knowledge and
instruction, while highlighting the problems, principles and mathematical didactic research methods addressed
in this approach. We argue that Didactics, as a scientific and technological discipline, should address the
epistemological, ontological, semiotic-cognitive, educational-instructional, ecological, instruction optimization,
and teachers’ education problems. OSA assumes anthropological, pragmatic and semiotic principles to look into
all these types of problems, as well as embraces sociocultural principles to address educational-instructional
problems. The notion of didactic suitability has been introduced as a systemic criterion to address the problem
of optimization of mathematical instruction processes.
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EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO: IMPLICACIONES SOBRE EL CARACTER PRESCRIPTIVO DE LA DIDACTICA

1. Introduccioén

En este trabajo se proporciona una respuesta al
problema planteado por Gascon y Nicolas (2017) sobre
el caracter prescriptivo de los resultados consolidados
de la investigacion cientifica en didactica de las
matematicas: “¢)Hasta qué punto, en qué forma vy
en qué condiciones, la didactica puede (o incluso
debe) proponer juicios valorativos y normativos
que proporcionen criterios sobre como organizar y
gestionar los procesos de estudio?” (Gascon y Nicolas,
2017, p. 26).

En el articulo citado, Gascon y Nicolas analizan las
respuestas dadas por varios autores a la pregunta
anterior, aplicando la perspectiva especifica de la
Teoria Antropoldgica (Chevallard, 1992). Para contribuir
a esta discusion, en este trabajo reaccionamos al
desafio planteado por Gascon y Nicolas usando los
principios y herramientas tedricas desarrolladas por
el Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y
la instruccion matematicos (Godino, Batanero y Font,
2007).

Comenzamos nuestra reflexion explicitando la
concepcion de la didactica de las matematicas, que
estdenlabasedelossupuestosdel EOS. Seguidamente,
incluimos un apartado en el que sintetizamos sus
principios epistemoldgicos, ontoldgicos, semidticos
y educativo-instruccionales. Finalmente, describimos
la nocion de idoneidad didactica que permite dar
una respuesta afirmativa al caracter prescriptivo de la
faceta o dimensién tecnologica de la didactica de las
matematicas.

2. Ladidactica como ciencia y tecnologia

La reflexion epistemologica sobre la naturaleza de la
didactica es esencial para orientar adecuadamente
la investigacion, ya que condiciona la formulacién
de las cuestiones centrales de la misma. Entre los
autores que han realizado dicha reflexion destacan
Steiner (1985) y Brousseau (1989), en un ensayo con el
significativo titulo La torre de Babel.

Ante la extrema complejidad de los problemas de la
educacion matematica, Steiner (1985) indica que se
producen dos reacciones extremas:

- Los autores que afirman que la didactica de las
matematicas no puede llegar a ser un campo
con fundamentacion cientifica y, por tanto, la
ensefanza de la matematica es esencialmente un
arte;

- Los que, pensando que es posible la existencia de

la didactica como ciencia, reducen la complejidad
de sus problemas seleccionando solo un aspecto
parcial de los mismos (por ejemplo, el analisis del
contenido a ensefar, la construccién del curriculo,
mejora de los métodos de ensefianza, desarrollo
de destrezas en el alumno, interaccion en el aula,
...), al que atribuyen un peso especial dentro del
conjunto, dando lugar a diferentes definiciones y
visiones de la didactica. (p. 11)

De manera parecida se expresa Brousseau (1989),
recordando una primera acepcion de la didactica de
las matematicas que consiste en identificarla como
el arte de ensefar, esto es, el conjunto de medios y
procedimientos que tienden a hacer conocer, en
nuestro caso, la matematica. Brousseau, ademas,
distingue dos concepciones de caracter cientifico
que denominaremos concepcidén pluridisciplinar
aplicada y concepcion autonoma (calificada por
el autor como fundamental o matematica). Como
bisagra entre estas dos visiones distingue también
una concepcién tecnicista, en la que la didactica
seria el conjunto de técnicas de ensefianza, esto
es, la invencion, descripcion, estudio, produccion
y el control de medios nuevos para la ensefanza:
curriculo, objetivos, medios de evaluacion, materiales,
manuales, logiciales, obras para la formacidn, etc.

En la concepcion pluridisciplinar, que coincidiria
con la segunda tendencia sefialada por Steiner, la
didactica aparece como una etiqueta para designar
las ensefianzas necesarias para la formacion técnica
y profesional de los profesores. La didactica, como
area de conocimiento cientifico, seria el campo de
investigacion llevada a cabo sobre la ensefanza, en
el cuadro de disciplinas cientificas clasicas, como
son: la psicologia, la semidtica, sociologia, lingliistica,
epistemologia, logica, neurofisiologia, pedagogia,
pediatria, psicoanalisis, etc.

Lesh y Sriraman (2010) reflexionan también sobre la
naturaleza de la educacion matematica como campo
de investigacion, planteando las siguientes preguntas:

¢Deberian los educadores matematicos verse a si
mismos como psicélogos educativos aplicados,
psicélogos cognitivos aplicados, o cientificos
sociales aplicados? (Se deberian considerar
semejantes a los cientificos en el campo de la
fisica, o de otras ciencias puras? ;O mas bien como
ingenieros u otros técnicos orientados al disefio,
cuya investigacion se apoya sobre multiples
perspectivas practicas y disciplinares, y cuyo
trabajo esta guiado por la necesidad de resolver
problemas reales y también por la necesidad de
elaborar teorias relevantes? (p. 124)
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Estos autores proponen considerar la educacion
matematica en este ultimo sentido, o sea, como una
ciencia orientada al disefio de procesos y recursos
para mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas.

En el marco del EOS, se considera que el
conocimiento que se pretende construir tiene un
caracter cientifico y, ademas, tecnoldgico. Esto quiere
decir que, por una parte, se abordan problemas
tedricos de clarificacion ontologica, epistemoldgica
y semidtica sobre el conocimiento matematico,
en cuanto tales problemas tienen relacion con los
procesos de ensefianza y aprendizaje (componente
cientifico, descriptivo, explicativo, predictivo). Por
otra parte, se trata de intervenir en dichos procesos
para hacerlos lo mas idoneos posible (componente
tecnologico-prescriptivo). Se entiende que la
descripcion, explicacion y prediccion son los fines de
la actividad cientifica, mientras que la prescripcién y
valoracion son los principales objetivos de la actividad
tecnolodgica, aunque esta también incluye elementos
de investigacion aplicada a la resolucién de problemas
concretos.

3. Problemas, principios y métodos de
investigacion en didactica segtin el EOS

En este apartado damos una respuesta sintética,
desde el marco del EQS, a las primeras cuestiones
planteadas por Gascoén y Nicolas (2017): ;Cuales son
los principios o asunciones basicas de cada uno de
los enfoques o teorias didacticas? ;Qué fendmenos
didacticos se propone explicar y qué problemas
prioriza?

La estrategia de articulacién, hibridacion vy
construccion modular de teorias, desde una
aproximacion antropoldgica y ontosemiotica, esta en
la base del denominado Enfoque Ontosemidtico (EOS)
del conocimiento y la instruccion matematicos (Font,
Godino y Gallardo, 2013; Godino y Batanero, 1994;
Godino et al., 2007)2.

En este enfoque se asume la pertinencia y potencial
utilidad de avanzar hacia la construccion de un sistema
tedrico, que permita abordar de manera articulada los
problemas epistemoldgicos, ontolégicos, semiotico-
cognitivos y educativos implicados en la ensefianza y

JUAN D. GODINO, CARMEN BATANERO, VICENG FONT

aprendizaje de las matematicas. Se considera que la
didactica es la disciplina tecno-cientifica que asume la
responsabilidad de dar una respuesta coherente a los
problemas didacticos citados. Estos problemas son
también abordados por otras disciplinas especificas,
cuyos principios, métodos y resultados, cuando
enfocan los citados problemas en forma aislada,
pueden ser contradictorios. Se asume, por tanto, una
concepcion ampliada de lo didactico, como lo relativo
a los procesos de ensefianza y aprendizaje, al saber y
a la practica matematica (génesis, desarrollo, difusion,
transposicion y utilizacion), asi como la optimizacion
de dichos procesos en los contextos educativos.

Seguidamente, para facilitar la comparacion vy
articulacion del EOS con otros marcos teoricos, y
comprender su posicion sobre el caracter prescriptivo
de los resultados de la investigacion en didactica,
explicitaremos los problemas, principios y métodos
que constituyen el nucleo central de este sistema
tedrico. Usamos la interpretacion que propone
Radford (2008) de una teoria como un instrumento
para producir comprensiones y formas de accion
basados en:

- Un conjunto, Q, de cuestiones paradigmaticas
de investigacion.

- Unsistema, P, de principios basicos, que incluyen
visiones implicitas y enunciados explicitos que
trazan la frontera de lo que serad el universo
del discurso y la perspectiva de investigacion
adoptada.

- Una metodologia, M, que incluye las técnicas de
recogida de datos y su interpretacién apoyada por
P. (p. 320)

A continuacion, para cada uno de los problemas
epistemoldgico, ontolégico, semiodtico-cognitivo,
educativo-instruccional y ecologico enunciamos las
preguntas que los definen (Q), los principios basicos
que postulamos para darles respuestas (P) y el
método (M) propuesto para abordar la solucion de los
problemas.

3.1. Problema epistemologico

QET: ¢COmo emerge y se desarrolla la matematica?

2 Los trabajos donde se desarrolla y aplica el EOS estan disponibles en el sitio web http://enfoqueontosemiotico.ugr.es
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Para dar respuesta a esta pregunta se asume una
vision antropoldgica® (Wittgenstein, 1973/1953) vy
pragmatista (Peirce, 1958) de las matematicas; por
tanto, la actividad de las personas en la resolucion
de problemas se considera el elemento central en
la construccion del conocimiento matematico. Esta
vision epistemoldgica se hace operativa en el EOS
con la nocién de practica matematica y asumiendo
su relatividad institucional y personal, lo cual lleva a
asumir el siguiente principio epistemologico:

PE: La matematica es una actividad humana
centrada en la resolucion de cierta clase de
situaciones-problema. La realizacion de dicha
actividad se concreta en la puesta en accion de
sistemas de practicas mediante los cuales se da
respuesta a la situacion-problema planteada.

Se considera practica matematica a “toda actuacion o
expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por alguien
para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla
a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero,
1994, p. 334). Para resolver un problema el sujeto
realiza una secuencia organizada de diversos tipos,
practicas realizadas con la intencion de dar una
respuesta al problema o tarea planteada. Desde un
punto de vista cognitivo y educativo, determinadas
secuencias de practicas que hace una persona para
resolver un problema se designan con el término de
proceso de resolucion de problema. Otras secuencias
de practicas también se suelen considerar como
procesos, por ejemplo, se habla del proceso de
modelizacion, argumentacion, etc.

Un segundo principio postula el caracter institucional
y personal de las practicas:

PE,: Las practicas pueden ser idiosincrasicas de
una persona o compartidas en el seno de una
institucion. No hay instituciones sin personas, ni
personas desligadas de las diversas instituciones
de las que de forma inevitable forman parte
(familia, escuela, etc.).

Una institucion esta constituida por las personas
involucradas en una misma clase de situaciones
problematicas; el compromiso mutuo con la misma
problematica conlleva la realizacion de unas practicas
sociales que suelen tener rasgos particulares, y estan

generalmente condicionadas por los instrumentos
disponibles en la misma, sus reglas y modos de
funcionamiento. La distincion entre practicas
personales e institucionales permite tomar conciencia
de las relaciones dialécticas entre las mismas: por
un lado, las personas estan sujetas a los modos de
actuacion compartidos en el seno de las instituciones
de que forman parte; por otro, las instituciones estan
abiertas a la iniciativa y creatividad de sus miembros.
El tercer principio se refiere a la secuenciacion de
las practicas, que permite interpretar la nocion de
proceso:

PE,:Laresolucionde problemas serealizamediante
la articulacion de secuencias de practicas. Tales
secuencias de practicas tienen lugar en el tiempo
y se consideran en muchos casos como procesos,
los cuales a su vez se pueden descomponer en
subprocesos. El megaproceso de resolucion de
problemas se puede descomponer en procesos
mas basicos (significacion, conjeturacion,
representacion, argumentacion, ...).

Estos principios ligados a la cuestion epistemolodgica
sobre la génesis del conocimiento dan lugar al
siguiente método de indagacion:

ME;: La génesis institucional del conocimiento
matematico se investiga en el EOS mediante: 1) la
identificacion y categorizacion de las situaciones-
problema que requieren una respuesta; 2) la
descripcion de las secuencias de practicas que se
ponen en juego en la resolucion.

Dado que los sistemas de practicas para la solucion de
los problemas son relativos a los contextos de uso y los
marcos institucionales en que se abordan, se asume
que el conocimiento es relativo a dichos marcos y
contextos.

3.2. Problema ontoldgico

QOT: (Qué es un objeto matematico? ;Qué tipos de
objetos intervienen en la actividad matematica?

Lamatematica,ademasdeserunaactividad, estambién
un sistema logicamente organizado de objetos. Para el
EOS, objeto matematico es cualquier entidad material
o inmaterial que interviene en la practica matematica,
apoyando y regulando su realizacion. Se trata de un

3 Bloor (1983) describe la vision de Wittgenstein sobre las matematicas como un fendmeno antropoldgico (capitulo V) dentro de
su vision social del conocimiento. Esta vision filosofica sobre las mateméaticas es consistente con la asumida por la TAD (Teoria
Antropoldgica de lo Didactico, Chevallard, 1992). Las relaciones entre el EOS y la TAD fueron discutidas en DAmore y Godino

(2007).
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uso metafdérico del término, puesto que un concepto
matematico se concibe usualmente como una entidad
ideal o abstracta, y no como algo tangible, como una
roca, un dibujo o un artefacto manipulativo. Esta idea
general de objeto, consistente con la propuesta en el
interaccionismo simbolico (Blumer, 1982/1969; Cobb
y Bauersfeld, 1995), es util cuando se complementa
con una tipologia de objetos matematicos al tener
en cuenta sus diferentes roles en la actividad
matematica. Los simbolos, las representaciones
externas y manipulativos estan implicados en la
actividad matematica escolar y profesional, por tanto,
se consideran objetos matematicos, en el sentido de
que intervienen en las practicas matematicas. Los
conceptos de numero, fraccion, derivada, etc. son
objetos matematicos de diferente naturaleza y funcion
que las representaciones ostensivas. Son objetos no-
ostensivos, objetos mentales (cuando intervienen en
las practicas personales), u objetos institucionales
(cuando intervienen en las practicas socioculturales
o compartidas). En ambos casos son objetos que
regulan la actividad matematica, mientras que sus
representaciones ostensivas sirven de soporte o
facilitan la realizacién de dicho trabajo.

No hay actividad matematica sin objetos, ni objetos
sin actividad. Como las practicas pueden ser vistas
desde la perspectiva social (practicas institucionales,
compartidas) o personal (individuales, idiosincrasicas),
los objetos también pueden ser contemplados desde
la dualidad institucional-personal, lo que origina el
siguiente principio:

PO,: En las practicas matematicas intervienen
diversas clases de objetos que cumplen diferentes
roles: instrumental/representacional; regulativo
(fijacion de reglas sobre las practicas), explicativo,
justificativo.

Dada la generalidad con la que se entienden las
nociones de practica y objeto, asi como la gran
diversidad de secuencias de practicas (procesos)
que se pueden realizar, se considera necesario y
util proponer una tipologia de objetos y procesos
basicos, que son los reflejados en la Figura 1,
designada como configuracion ontosemidtica. Estas
configuraciones pueden ser epistémicas (redes
de objetos institucionales) o cognitivas (redes de
objetos personales). En la literatura psicologica vy
educativa se habla de otros procesos diferentes de los
mencionados en la Figura 1, por ejemplo, proceso de
resolucion de problemas, modelizacion, entre otros.
Dichos procesos se pueden describir usando los
procesos basicos que propone el EOS, por lo que en
cierto sentido se trata de megaprocesos.

JUAN D. GODINO, CARMEN BATANERO, VICENG FONT

El reconocimiento explicito de los objetos
(problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones,
procedimientos, argumentos) que intervienen vy
emergen en las practicas matematicas permite
prever conflictos potenciales y efectivos de
aprendizaje, evaluar las competencias matematicas
de los estudiantes e identificar objetos que deben ser
recordados e institucionalizados en los momentos
oportunos de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

PO,: La configuracion ontosemidtica permite
articular las nociones de practica, objeto y
proceso, asi como las dualidades desde las
cuales se pueden considerar dichas ideas para
el analisis institucional y personal de la actividad
matematica.

CONTENIDO

PERSONAL

Figura 1. Configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos
Fuente: Godino (2014, p. 23)

Entendemos los conceptos, proposiciones Yy
procedimientos, en su version unitaria (tratados
como un todo o unidad) como propone Wittgenstein
(1973/1953), es decir, como reglas gramaticales de
los lenguajes usados en las practicas que se realizan
para describir nuestros mundos y dar respuesta a las
situaciones-problema a las que nos enfrentamos. En
el EOS los objetos matematicos también se pueden
considerar de una perspectiva sistémica (como
un sistema de componentes), donde los diversos
significados parciales del mismo objeto se identifican
y articulan. Ademas, se pueden identificar diversos
significados personales de los objetos (numero,
probabilidad, etc.) cuando se analizan las practicas
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personales al resolver problemas en los cuales dichos
objetos intervienen.

La herramienta configuracién ontosemiotica (Figura
1) incorpora de manera hibrida elementos de las
nociones de concepto, concepcion, esquema,
praxeologia matematica y registro de representacion
semidtica. En Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011)
se presenta un desglose analitico de la nocion
de configuracion ontosemidtica, tanto para los
conocimientos institucionales como personales, con
un ejemplo relativo al concepto de nimero natural. Asi
mismo, en Font et al. (2013) se analiza la emergencia
de los objetos matematicos a partir de las practicas
realizadas para resolver problemas matematicos.

3.3. Problema semiotico-cognitivo

QSCT1: iQué es conocer un objeto matematico? ¢Qué
significa el objeto O para un sujeto en un momento y
circunstancias dadas?

El conocimiento se asume en el EOS como el conjunto
de relaciones que el sujeto (persona o institucion)
establece entre los objetos y las practicas, relaciones
que se modelizan mediante la nocién de funcion
semidtica. La funcién semidtica se entiende como
la correspondencia entre un objeto antecedente
(expresion, significante) y otro consecuente
(contenido, significado) establecida por un sujeto
(persona o institucion), segun un criterio o regla de
correspondencia.

Toda entidad que participa en un proceso de semiosis,
interpretacién ojuego delenguaje, es objeto, pudiendo
desempenar el papel de significante o significado. Los
propios sistemas de practicas son objetos y pueden
ser componentes de la funcion semidtica. De estos
supuestos se deduce el siguiente principio:

PSC,: El conocimiento de un objeto O por parte
de un sujeto X (sea individuo o institucion) seria
el conjunto de funciones semidticas que X puede
establecer en las que se pone en juego O como
funtivo (expresion o contenido). Cada funcién
semidtica implica un acto de semiosis por un
agente interpretante, constituye un conocimiento
y depende de las circunstancias fijadas en el acto
de interpretacion.

Hablar de conocimiento equivale a hablar del

contenido de una (o muchas) funcidn semidtica,
resultando una variedad de tipos de conocimientos
en correspondencia con la diversidad de funciones
semioticas que se pueden establecer entre los
diversos tipos de practicas y objetos. De ahi, el
siguiente principio:

PSC,: La correspondencia entre un objeto y el
sistema de practicas donde interviene tal objeto
se interpreta como el “significado de dicho objeto”
(institucional o personal).

Puesto que los sistemas de practicas que se ponen
en juego en la resolucién de las situaciones-problema
son relativos a las personas y a las comunidades
de practicas (instituciones), los significados v,
por tanto, los conocimientos, son relativos. No
obstante, es posible reconstruir un significado global
u holistico de un objeto mediante la exploracién
sistematica de los contextos de uso del objeto y los
sistemas de practicas que se ponen en juego para
su solucion. Dicho significado holistico se usa como
modelo epistemoldgico y cognitivo de referencia
de los significados parciales o sentidos que puede
adoptar dicho objeto y constituye una herramienta
metodologica ontosemidtica-cognitiva:

MSC;: Un método para delimitar los diversos
significados de los objetos matematicos vy, por
tanto, para la reconstruccion de los modelos
de referencia epistemoldgica y cognitiva, es el
analisis de los sistemas de practicas (personales
e institucionales) y de las configuraciones
ontosemioticas implicadas en los mismos.

La nocién de significado institucional de los
objetos matematicos conlleva el reconocimiento
de una pluralidad de significados®. Es obvio que se
cuestionan los modelos epistemoldgicos rigidos vy
uniformes y en cada caso sera necesario reconstruir
significados especificos que deben, no obstante,
evolucionar hacia un modelo progresivamente mas
rico. El posicionamiento pragmatista del EOS lleva
a entender la comprension como competencia y no
tanto como proceso mental: se considera que un
sujeto comprende un determinado objeto matematico
cuando lo usa de manera competente en diferentes
practicas.

En la Figura 2 se resume las entidades basicas
que constituyen la modelizacion epistemoldgica y

4 Esta es una interpretacion creativa de la maxima pragmatica de Peirce (1958).
5 Como se ha sugerido, los significados son entendidos de manera pragmatista (sistemas de practicas operativas, discursivas y
normativas), y dependen de los contextos de uso y comunidades de préacticas.
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cognitiva del conocimiento matematico que propone
el EOS: las nociones de practica, objeto, proceso
(secuencia de practicas de las que emerge el objeto)
y funcion semiodtica (nocién mediante la cual se
relacionan las diversas entidades). Se asume que las
practicas matematicas se realizan en un trasfondo
ecolodgico (material, biolégico y social) que determina
la relatividad institucional, personal y contextual
de las practicas, los objetos y significados, esto es,
relatividad respecto de los juegos de lenguaje vy
formas de vida (Wittgenstein, 1973/1953).

-

ENTIDADES PRIMARIAS
PRACTICAS
(Operativas OB_JETQS
DNSELSVES PROCESOS ;Pmnumﬂr:ss.n:}
Normativas)

Y v

FUNCIONES SEMIOTICAS

compatancia, disposiciin)

RELATIVIDAD INSTITUCIONAL, PERSONAL Y
CONTEXTUAL DE LAS PRACTICAS, OBJETOS
¥ SIGNIFICADOS

TRASFOMDO ECOLOGICO
DE LAS PRACTICAS
(Materal, biolbgico y social)

Figura 2. Entidades primarias de la ontologia y epistemologia EOS
Fuente: Godino (2014, p. 9)

Aunque las entidades primarias mencionadas
anteriormente (Figura 2) explicitan los fundamentos
de los analisis epistémicos y cognitivos, es necesario
elaborar otras herramientas para poder realizar un
analisis didactico integral que sirva de fundamento
para el disefio, implementacion y evaluacion de los
procesos instruccionales. Como se sintetiza en la
Figura 3, dicho analisis requiere tener en cuenta otras
dimensiones, facetas, niveles y fases implicadas en
dichos procesos.

=

- Epistgmica
- Ecolégica

- Cognitiva

- Afectiva

- Interaceional
- Mediacional

T
i

v <] pENSY <] A, NIVELES |:>
 Meta Did.-Mat. OHES MATEMATICO

- Analisis preliminar
- Disefio

Figura 3. Focos de atencion del andlisis didactico-matematico
Fuente: Godino (2014, p. 7)
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3.4. Problema educativo-instruccional

El componente educativo-instruccional de la didactica
estudia los procesos de ensefanza y aprendizaje que
tienen lugar en cualquier “institucion didactica” con
el fin de optimizar dichos procesos. Su pregunta
primordial es la siguiente:

QEI: (Qué es la ensefianza? ;Qué es el aprendizaje?
¢Como se relacionan?

El modelo de instrucciéon® que se asume en el EOS
esta basado en los principios de la psicologia cultural/
discursiva (Lerman, 2001; Radford, 2011), que atribuye
un papel clave a la “zona de desarrollo potencial”
(Vygotsky, 1995/1934). Contrariamente a los modelos
constructivistas, la autonomia del estudiante en el
proceso de aprendizaje es el resultado de dicho
proceso y no un prerrequisito del mismo. No obstante,
dado el papel central que la perspectiva antropoldgica
del conocimiento da a los problemas y la actividad
implicada en su resolucion, la busqueda, seleccion
y adaptacion de buenas situaciones-problema vy la
implicacion de los estudiantes en su resoluciéon es
también un principio de la instruccion matematica
significativa. Se deriva de este supuesto un modelo
instruccional de tipo mixto, en el que la construccién
y la transmisién del conocimiento se articulan de
manera dialéctica (Godino, Batanero, Cafadas vy
Contreras, 2016) y se resumen en los siguientes
principios:

PEl: Se postula que el aprendizaje tiene como
finalidad la apropiacion por los estudiantes de
los significados y objetos institucionales que le
permitan afrontar la soluciéon de determinados
problemas y desarrollarse como persona.

PEl,: El estudio de los significados personales de
los estudiantes es un componente esencial de la
problematica educativa, ya que la apropiacion de
los significados institucionales pretendidos esta
condicionada por los significados personales
iniciales de los estudiantes.

Los significados institucionales finalmente
implementados en un proceso de instrucciéon
pueden ser diferentes de los pretendidos y de
referencia, debido a las restricciones impuestas por
las posibilidades cognitivas de los estudiantes, los
recursos disponibles y el contexto social y educativo.
Se espera, no obstante, que los significados de los
objetos institucionales pretendidos e implementados
en un contexto educativo dado sean una muestra
representativa del significado de referencia global.

La nocion de configuracion didactica constituye la
principal herramienta metodoldgica para el analisis
a nivel micro de los procesos de instruccion (Godino

6 Relacion entre ensefianza y aprendizaje de un contenido especifico.
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et al.,, 2007). Se define como cualquier segmento
de actividad didactica (ensefanza y aprendizaje)
comprendido entre el inicio y fin del proceso de
resolucion de una situacion-problema. Incluye, por
tanto, las acciones de los estudiantes y del profesor,
asi como los medios planificados o usados para
abordar la tarea. La Figura 4 resume los componentes
y dinamica interna de las configuraciones didacticas,
las relaciones entre la enseflanza y el aprendizaje
y los principales procesos matematicos ligados a
la modelizacién ontosemiotica del conocimiento
matematico. También se refieren  algunos
procesos didacticos ligados a la conexion entre las
configuraciones instruccional y cognitivo-afectiva:

planificacion, motivacion, institucionalizacion,
evaluacion, recepcion, aceptacion, indagacion,
ejercitacion y  aplicacion. Otra  herramienta

metodologica para el analisis de la instruccion es
la secuencia de configuraciones didacticas que
constituye una trayectoria didactica.

MEI: Para investigar los procesos de instruccion
se realiza el analisis de la configuracion didactica
(trama de acciones docente y discentes y medios
usados para abordar el estudio de una situacion-
problema) y trayectoria didactica (secuencia de
configuraciones didacticas).

En toda configuracion didactica (Figura 4) se puede
diferenciar tres componentes: a) una configuracion
epistémica (sistema de practicas, objetos y procesos
matematicos institucionales requeridos en la tarea), b)
una configuracion instruccional (sistema de funciones
docentes, discentes y medios instruccionales que se
utilizan, asi como las interacciones entre los distintos
componentes) y c¢) una configuracion cognitivo-
afectiva (sistema de practicas, objetos y procesos
matematicos personales que describe el aprendizaje
y los componentes afectivos que le acompanan). Ello
da origen a la siguiente problematica:

QEl,; ¢Qué tipos de interacciones entre personas,
conocimientos y recursos se deberian implementar
en los procesos instruccionales para optimizar los
aprendizajes?

ESTADOS /MOMENTOS DIDACTICOS

Configuracién!
cognitiva-
afectiva

Configuracién
instruccional

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS Y DIDACTICAS

Figura 4. Componentes y dinamica de una configuracion didactica
Fuente: Godino (2014, p. 31)

Las relaciones entre ensefanza y aprendizaje no son
lineales, sino ciclicas y complejas. En momentos
de indagacion, el estudiante interacciona con
la configuracion epistémica sin intervencion del
docente (o con una influencia pequefa). Esta
interaccion condiciona las intervenciones docentes,
que deben estar previstas en la configuracion
instruccional, quizas no totalmente en su contenido,
pero si en su naturaleza, necesidad y utilidad. La
trayectoria cognitiva produce ejemplos, significados,
argumentos, etc., que condicionan el proceso
de instruccion y, en consecuencia, influyen en
las configuraciones epistémica e instruccional,
posibilitando o restringiendo los aprendizajes. En
consecuencia, surge el siguiente principio:
PEl: La optimizacion de los procesos de
estudio requiere tener en cuenta factores de
nivel macro y micro. Esa optimizacion sera en
muchos casos local, por lo que fijadas unas
determinadas condiciones es necesario indagar
las circunstancias y recursos necesarios para su
optimizacion.

3.5. Problema ecoldgico

Esta problematica analiza la diversidad de factores
y normas que pueden condicionar los procesos de
ensefanza y aprendizaje, y se sintetiza en la siguiente
pregunta:

QEC, ¢Qué factores condicionan y soportan el
desarrollo de los procesos instruccionales y qué
normas los regulan?

Los factores y normas que regulan el proceso
de ensehfanza y aprendizaje han sido objeto de
investigacion en didactica de las matematicas; en
el caso de las normas, estas han sido estudiadas
principalmente por los autores que basan sus trabajos
en el interaccionismo simbdlico (Blumer, 1982/1969).
Se trata de tener en cuenta las normas, habitos y
convenciones, generalmente implicitos, que regulan
el funcionamiento de la clase de Matematicas vy
que condicionan en mayor o menor medida los
conocimientos que construyen los estudiantes.
Por otro lado, hay factores que no son propiamente
normas pero que afectan al sistema didactico; por
ejemplo, la edad de los estudiantes o sus capacidades,
la preparacion de los profesores o los recursos
dedicados a la ensefianza.

En Godino, Font, Wilhelmiy De Castro (2009) se aborda
el estudio sistematico y global de estas nociones
teodricas desde la perspectiva del EOS, tratando de
identificar sus conexiones y complementariedades,
y reconocer nuevos tipos de normas que faciliten el
analisis de los procesos de ensefanza y aprendizaje
de las matematicas (Figura 5).

Tanto los factores como las normas pueden referirse
a las seis facetas que se deben tener en cuenta en el
analisis de los procesos de instruccion: epistémica,
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Figura 5. Tipos de normas
Fuente: Godino (2014, p. 38)
cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y
ecoldgica.

PEC.: La identificacion de la trama de factores
y normas que condicionan los procesos de
instruccioén se considera esencial para:

- Valorar la pertinencia de las intervenciones de
profesores y estudiantes, teniendo en cuenta el
conjunto de factores y normas que condicionan la
ensefanza y el aprendizaje.

- Sugerir cambios en los tipos de normas que
ayuden a mejorar el funcionamiento y control
de los procesos de instruccién, con vistas a una
evolucion de los significados personales hacia los
significados institucionales pretendidos.

- Identificar formas de actuar sobre algunos
factores que influencian el sistema: por ejemplo,
maneras de mejorar las actitudes de los alumnos
o de atender a los estudiantes con mayor o menor
capacidad que el promedio.

3.6. Problema de optimizacion del proceso de
instruccion: criterios de idoneidad didactica

El fin ultimo de la investigacion didactica es la mejora
del aprendizaje y para ello es necesario contar con una
serie de criterios que aseguren dicha optimizacion,
como se recoge en la siguiente cuestion:

QOA, ¢Qué tipo de acciones y recursos se deberia
implementar en los procesos de instruccion para
optimizar el aprendizaje matematico?

La forma que pueden adoptar los conocimientos
didacticos es diversa; pueden ser clarificaciones
sobre la naturaleza de la practica matematica y de los
sistemas conceptuales mediante la cual se organiza,
principios didacticos de actuacion preferente, o
también recursos instruccionales experimentados y
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contrastados. De ello se deducen dos principios:

POA,: Los principios y los recursos instruccionales
no se consideran como reglas o leyes generales,
inferidas de manera positivista, sino como criterios
de idoneidad o actuacion preferente sobre los
cuales se ha generado un cierto consenso en la
comunidad de educacion matematica.

POA,: Tales criterios tienen que ser aplicados
localmente, por lo que se deben adaptar e
interpretar por parte del profesor, y se refieren
a cada una de las facetas implicadas en los
procesos de instruccion matematicos: epistémica,
ecoldgica, cognitiva, afectiva, interaccional vy
mediacional.

En el sistema tedrico que configura el EOS se ha
incluido la nocion de idoneidad didactica como
criterio sistémico de optimizacion de un proceso de
instruccion matematica. Se define como el grado en
quedicho proceso (ounapartedel mismo)relneciertas
caracteristicas que permiten calificarlo como 6ptimo
o adecuado para conseguir la adaptacion entre los
significados personales logrados por los estudiantes
(aprendizaje) 'y los significados institucionales
pretendidos o implementados (ensefanza), teniendo
en cuenta las circunstancias y recursos disponibles
(entorno). Esto supone la articulacion coherente y
sistémica de seis facetas: epistémica, ecoldgica,
cognitiva, afectiva, interaccional y mediacional (Figura
6).

Dialoge Socledad

Intaraccion Curriculs
Comunlicacién Escuéla
INTERACCIONAL ECOLOGICA
{Negociacién) (Adaptacién)
EMOCIONAL MEDIACIONAL

(Implicacidn) (Disponibilidad)

Actitudes
Afectos
Motivaciones

Recursos téenicos
Tiempao

COGNITIVA
(Proximidad)

EPISTEMICA
(Representatividad)

Acoplamiento
Participacién

Apropiacian

Figura 6. Idoneidad didéactica
Fuente: Godino (2013, p. 116)

El criterio general de idoneidad se ha particularizado
para cada faceta, teniendo en cuenta algunos
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supuestos y herramientas del EQS, y se ha elaborado
un sistema de indicadores empiricos de idoneidad
para los diversos componentes (Breda, Font y Pino-
Fan, 2018; Godino, 2013). Por ejemplo, para la faceta
epistémica se puede formular el siguiente criterio
parcial:
POA,: Los significados de los objetos
institucionales pretendidos en cada contexto
educativo deben ser una muestra representativa
del significado de referencia global del objeto y
tener en cuenta las restricciones de los contextos
y sujetos implicados.

El logro de una alta idoneidad didactica requiere
un equilibrio entre los diferentes criterios parciales
relativos a las distintas facetas, teniendo en cuenta
el contexto en que tiene lugar. Supongamos, por
ejemplo, que hay consenso en que uno de los
criterios es que los alumnos hayan aprendido (criterio
cognitivo), que otro sea que se les haya ensefiado unas
matematicas relevantes (con resolucion de problemas,
modelizacion, etc.) (criterio epistémico) y otro sea
que se debe motivar a los alumnos para conseguir su
implicacion (criterio afectivo). Es relativamente facil
conseguir alguno de estos tres criterios por separado,
pero lo que es mas dificil y valioso es conseguir un
cierto equilibrio entre los tres. Metaféricamente, un
barco se hunde si no lleva la carga equilibrada.

La idoneidad es relativa a unas circunstancias
temporales y contextuales cambiantes, lo que
requiere una actitud de reflexion e investigacion por
parte del profesor y demas agentes que comparten
la responsabilidad del proyecto educativo. Implica la
asuncion de una racionalidad axiolégica en educacion
matematica que permita el analisis, la critica, la
justificacion de la eleccién de los medios y de los fines,
la justificacion del cambio y, en definitiva, responder
a la pregunta genérica ¢sobre qué aspectos se puede
incidir para la mejora progresiva de los procesos de
instruccién matematica?

La nocion de idoneidad esta inspirada en la teoria
consensual de la verdad de Peirce (1958) y de sus
desarrollos y adaptaciones posteriores realizadas por
autores como Apel (1991) y Habermas (1997). En esta
teoria, “verdadero” es, en principio, un enunciado
para un usuario cuando cree que cualquier otro
sujeto racional estaria dispuesto a asignar el mismo
predicado al enunciado. La verdad no se piensa en
relacion a un mundo separado de ideas, no como
“conformidad” con ideas trascendentes, sino como
aquello que podria ser defendido ante un conjunto de
interlocutores y aceptado por ellos.

3.7. Problema de formacion de profesores

La investigacion en didactica de las matematicas,
como campo cientifico y tecnoldgico, debe abordar
el problema de la formacion de profesores, como
un medio fundamental de incidir sobre la practica

educativa. Esto lleva a la siguiente cuestion:

QFP: ¢Qué conocimientos y competencias deberian
tener los profesores para optimizar los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas?

La perspectiva global sobre la investigacion y la
practica de la educaciéon matematica que adopta el
EOS lleva a formular los siguientes principios sobre la
cuestion de la formacion de profesores:

PFP,: La formacion de profesores deberia tener en
cuenta las diferentes dimensiones, fases, facetas
y niveles de analisis implicados en los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas.

PFP,:Los profesoresdebentenerlosconocimientos
didactico-matematicos necesarios para analizar
y comprender los procesos instruccionales y las
competencias profesionales necesarias para una
accion idonea sobre dichos procesos.

La Figura 7 resume las dimensiones a tener en cuenta
(matematica, didactica y metadidactica), las fases
del disefio didactico (estudio preliminar, disefo,
implementacion y evaluacion), las facetas (epistémica,
cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional vy
ecologica) y los niveles de analisis (problemas,
practicas, objetos y procesos). Este sistema de
elementos proporciona criterios para categorizar los
conocimientos didactico-matematicos que deben
tener en cuenta los planes de formacion de profesores
de Matematicas.
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Figura 7. Dimensiones y componentes del Conocimiento Didéctico-
Matematico (CDM)
Fuente: Pino-Fan y Godino (2015, p. 103)

La Figura 8 resume las competencias parciales que
constituyen la competencia general de analisis e
intervencion didactica, las cuales estan asociadas al
conocimiento y uso competente de las herramientas
tedricas del EOS. En este marco, la competencia y
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el conocimiento se relacionan teniendo en cuenta
las conexiones entre practica y objeto. La practica,
como accion orientada al fin de resolver un problema
o realizar una tarea, conlleva una capacidad o
competencia por parte del sujeto que la realiza.
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Figura 8. Componentes de la competencia de andlisis e intervencion
didactica
Fuente: Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017, p. 103)

4. Reflexiones finales

El EOS asume una concepcion amplia de la didactica
como disciplina, al considerar que debe abordar
cuestiones descriptivas, explicativas y predictivas,
propias del conocimiento cientifico, y también
prescriptivas y valorativas, propias del conocimiento
tecnologico. En consecuencia, la didactica debe
proporcionar resultados que permitan la accién
efectiva sobre una parcela de la realidad: la ensefanza
y aprendizaje de la matematica en los diferentes
contextos en que tiene lugar. Ademas, debe tener
en cuenta los cuatro tipos de areas problematicas
descritas en este trabajo y sus interacciones:
epistemoldgica, ontoldgica, semiodtica-cognitiva,
educativa-instruccional, asi como la formacién de los
profesores.

La didactica puede ofrecer principios provisionales
(normas que son llamadas en el EOS criterios
de idoneidad) consensuados por la comunidad
interesada en la educacion matematica, que
pueden servir, primero para guiar los procesos de
ensefanza y aprendizaje y, segundo, para valorar sus
implementaciones. Estos principios y normas son Utiles
en dos momentos:1) a priori, los criterios de idoneidad
orientan como se debe llevar a cabo un proceso
de instruccién, 2) a posteriori, los criterios sirven
para valorar el proceso de ensefanza y aprendizaje
efectivamente implementado e identificar posibles
aspectos de mejora en el redisefo. Para generar
estos principios los investigadores en educacion
matematica deben dialogar y colaborar con todos
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los demas sectores interesados en la mejora de la
enseflanza de las matematicas (profesores, padres,
administracion, etc.). Esto permitird crear consensos
que generen principios para orientar y valorar los
procesos de instruccioén, con la finalidad de conseguir
una enseflanza idonea de las matematicas. No
obstante, la identificacion de criterios de idoneidad,
tanto generales como especificos, requiere de una
agenda de investigacion que se abre a discusion vy
desarrollo en la comunidad de educacion matematica.

Por otra parte, la didactica involucra el estudio de
personas en interaccion en contextos muy diversos.
Estan involucrados sistemas complejos, dinamicos,
abiertos, heterogéneos, que conllevan multiples
y diversas interacciones. Estos sistemas tienen
connotaciones caoticas, donde pequenos cambios
pueden dar lugar a grandes desviaciones; los
pequenos cambios tienen lugar a nivel micro vy, por
tanto, deben ser estudiados como posibles factores
explicativos de los cambios observables a nivel macro.
En consecuencia, la didactica debe contemplar el uso
de unidades de analisis a nivel micro (una tarea o una
interaccion profesor-estudiante de caracter puntual) y
a nivel macro (un campo de problemas, una trayectoria
didactica a largo plazo, el contexto sociocultural).
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RESUMEN

La investigacion tiene como objetivo mostrar evidencias, con sustento tedrico, sobre la construccion de
significados de las operaciones suma y multiplicacion por escalar que definen a un espacio vectorial, a través
de conjuntos linealmente independientes/dependientes. El marco tedrico utilizado es la teoria APOE (acrénimo
de accion, proceso, objeto y esquema), situada en el desarrollo de las operaciones del espacio vectorial a través
de dos indicadores de construccion insertos en los conjuntos linealmente independientes/dependientes: el cero
vector y la combinacion lineal. Las tres componentes del ciclo de investigacion de APOE -analisis tedrico, disefio
y aplicacién de instrumentos, y analisis y verificacion de datos- determinan la estructura general del estudio. Los
resultados obtenidos a través del trabajo de conjuntos linealmente independientes/dependientes indican que el
significado de las operaciones del espacio vectorial esta vinculado a acciones sobre el objeto concreto del cero
vector y los procesos que se derivan de esas acciones son encapsulados en objetos abstractos del algebra lineal.
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ABSTRACT
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1. Introduccion

La ensefanza de los conceptos basicos del algebra
lineal: espacio vectorial, combinacion lineal, conjunto
generador, conjunto linealmente independiente (li)/
dependiente (Id), base, transformaciones lineales,
valores y vectores propios, son temas que se
encuentran presentes en la mayoria de los programas
de matematicas para carreras como Ingenieria,
Licenciatura en Ciencias o Economia, y lo que aca se
propone es analizar como uno de ellos -el concepto
de conjunto li/ld- tributa a dar significado a las
operaciones suma y producto por escalar del espacio
vectorial.

Existen numerosas investigaciones que ofrecen
evidencias sobre las dificultades que muestran los
estudiantes para comprender y aprender diferentes
conceptos de algebra lineal, en topicos como
transformacion lineal (Roa-Fuentes y Parraguez,
2017), coordenadas de vectores (Parraguez, Lezama y
Jiménez, 2016), base de un espacio vectorial (Arnon et
al., 2014), combinacioén lineal (Parraguez y Uzuriaga,
2014),espaciosvectorialessobre cuerposfinitos (Weller
et al., 2002), espacios vectoriales sobre un cuerpo
(Parraguez y Oktag, 2010), entre otros. Investigadores
franceses (Dorier, 1995) nos hablan del obstaculo
del formalismo. Dicho obstaculo se manifiesta en los
estudiantes que manipulan los objetos del algebra
lineal mecanicamente. Estos autores concluyen que,
para la mayoria de los estudiantes, el algebra lineal es
solo un catalogo de nociones muy abstractas que ellos
no manejan. Aunado a la anterior, se suma que, en la
mayoria de las universidades, los cursos de Algebra
Lineal no son exitosos (Harel, 1989; Sierpinska, 2000).

Especificamente, para los conceptos de vectores li
y de conjunto de vectores |d, en las investigaciones
realizadas con una diversidad de marcos tedricos
(Chargoy, 2006; Ku, Trigueros y Oktag, 2008; Oropeza
y Lezama, 2007; Saldanha, 1995), se logra poner en
evidencia que incluso los estudiantes exitosos en los
cursos de Algebra Lineal no logran la comprension
del concepto. En relacion con el concepto de espacio
vectorial Parraguez (2013), Parraguez y Oktag (2010),
Rodriguez, Parraguez y Trigueros (2018), muestran
que la construccion del concepto espacio vectorial
se logra mediante la coordinacion de las operaciones
suma y multiplicacion por escalar. Por otro lado,
Parraguez y Bozt (2012), ponen en evidencia, a través
de la teoria de los Modos de Pensar (Sierpinska, 2000),
que la comprension de los conjuntos li/ld se logra en
un trabajo articulado de combinacion lineal y sistemas
de ecuaciones lineales.

Dadoelescenarioderesultados que lasinvestigaciones
mencionadas anteriormente nos muestran en relacién
con las dificultades intrinsecas que los topicos de
algebra lineal, y particularmente las que los conceptos
li/ld y espacio vectorial generan en un aprendiz, se
hace necesario seguir indagando en estas tematicas.
Y es en beneficio de los futuros profesionales el
preguntarse: ¢(Como contribuye el trabajo con

conjuntos de vectores li/ld en la construccion del
significado de las operaciones suma y multiplicacion
por escalar del espacio vectorial?

Con la respuesta a la pregunta anterior, la principal
contribucién de este articulo, en el campo de la
Matematica Educativa de pregrado, es mostrar
cémo estudiantes de Algebra Lineal entienden y
le dan significado a las operaciones que definen al
espacio vectorial, cuando trabajan con conjuntos li/
Id en espacios vectoriales con unas operaciones bien
particulares.

2. Objetivo de la investigacion

Con la finalidad de alcanzar una respuesta a la
pregunta que guia la investigacion, el objetivo
de la presente radica en describir las estructuras
matematicas que los aprendices ponen en juego para
la construccion o reconstruccion de significados de
las operaciones suma y multiplicacion por escalar del
espacio vectorial.

Antes de exponer el marco tedrico, vamos a presentar
un analisis tedrico de la estructura de espacio vectorial,
a través de las operaciones suma y multiplicacion por
escalar, el cual serd la base para la interpretacion del
significado de las operaciones de un espacio vectorial.

3. Analisis tedrico de la estructura espacio
vectorial

Los diferentes tipos de estructuras algebraicas estan
sujetos a la naturaleza de las propiedades que se
cumplen para la o las operaciones en un conjunto
dado. Asi, un espacio vectorial V sobre un cuerpo K
es una estructura algebraica donde se definen dos
operaciones -suma Yy multiplicacion por escalar-
que, a diferencia del anillo y del cuerpo, una de esas
operaciones -multiplicacion por escalar- relaciona
elementos de dos conjuntos, V y K, para operarlos
(Figura 1).

K Cuerpo
o: K x V= V Multiplicacion por escalar que entrelazaa K ya V.

(kv)— kev
(V,+) Grupo
Abeliano

Figura 1. Operacion entre los elementos de V y K.
Fuente: Elaboracion propia.

La mayoria de los libros de textos de Algebra Lineal se
adhiere a una definicion de espacio vectorial, como
la de la Figura 2, en la cual no se hace explicita la
definicion de las operaciones suma y multiplicacion
por escalar como funcién.
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Definicion  Sea V' un conjunto sobre el cual se definen dos operaciones, llamadas
suma y multiplicacion por un escalar. Si u y v estin en V, la suma de u y v se denota
mediante w + v, y si ¢ es un escalar, el miltiple escalar de u por ¢ se denota mediante
cu. Si los siguientes axiomas se cumplen para todos u, v y w en ¥y para todos los
escalares ¢ y o, entonces V se llama espacie vectorial y sus elementos se llaman
vectores

lu+vestiaen V. Cerradura bajo la suma

Lutv=v+u

Aqutv)+w=u+(v+w)
Existe un elemento 0 en V, llamado vector cero, tal que u +0 = u.

2 Conmutatividad

3

4

5. Para cada u en V, existe un elemento —u en Ftal que u + (—u) = 0.
6,

7.

Asociatividad

.cuestien V.
cdutv)=cutev
S.(ctdu=cu+dun
9. ¢{du) = (cd)u
10. lu=u

Cerradura bajo multiplicacién escalar

Distributiv

Distributividad

Figura 2. Definicion de espacio vectorial.
Fuente: Poole (2011, p. 447).

Conbaseenladefinicion delaFigura2, paradeterminar
un espacio vectorial se consideran dos conjuntos
no vacios: V (cuyos elementos son vectores) y K, un
Cuerpo o Campo que también esta dotado de otras
dos operaciones, esto es K (+, ). Las dos operaciones
que definen a V, las haremos explicitas para su
andlisis. La suma de vectores serd descrita mediante
la funcion +: VxV V, anotada por ¥, y) (x+y)y que
satisface bos cinco primeros axiomas de la Figura 2,
y la multiplicacion por escalar sera descrita como una
funcion fija «: KxV V, anotada por (a, X)= asx y que
también satisface los otros cinco axiomas de la Figura
2 -pero axiomas diferentes a los de la operacion
anterior-.

Mirando con mas detalle la definicion de la Figura
2, ella nos muestra que un espacio vectorial sobre
un cuerpo K es una estructura algebraica provista
de dos operaciones (una suma de vectores y una
multiplicacion por escalar), las cuales entrelazan
a Ky aV através de los axiomas (Figura 3) que son
requeridos para transformar a [K(+, -), (V, +),] en un
todo unico, estructuralmente hablando.

(K.+,) (K9
(ktj) *v=ksvtjsv (kjen K y ven V)
Enmrelaza la operacion suma del cuerpo K, con
la multiplicacion por escalar : Kx V— V.

(kj) *v=kevtjov (kjenK y venV)
Entrelaza la operacion multiplicacion del cuerpo K,
con la multiplicacion por escalar «: Kx V— V.

ke(vtu)-kevtkeu (ken Ky v,uen V)
Entrelaza la ponderacion por escalar, con la suma de vectores

(V,+) Grupo
Abeliano

Figura 3. Necesidad de axiomas para entrelazar a [K, (V, +)] y [K, (V. *)].
Fuente: Elaboracién propia.

MARCELA PARRAGUEZ

Detenerse a realizar esta reflexion permite mirar la
estructura de [K(+, -), (V, +), <] como un todo integrado,
donde la necesidad de algunas propiedades
axiomaticas contribuye a un entrelazamiento
algebraico entre las operaciones que participan en
la definicion de espacio vectorial. Otros axiomas,
sin embargo, obedecen a otra naturaleza, como, por
ejemplo: Existe un elemento le  tal que, para todo v
enV, 1ev=v (identidadescalar), es parte del requerimiento
para que el grupo K -{0} realice una accién’ sobre el
conjunto V.

En la teoria de los espacios vectoriales existe un
concepto importante que pone de relieve las
operaciones del espacio vectorial; ese concepto es el
de combinacion lineal de vectores, y en el contexto
de esta investigacion lo acotaremos a conjuntos li/ld.

Consideremos un conjunto S = {VI’VZ" . .,vn} cV

(V espacio vectorial sobre K), entonces cuando la
ecuacion vectorial:

av,+ay, +...+av, =0 (a,q,,...,a, € K)

tiene al menos la solucion trivial:

ay=ap=...=a, =0 vy esta es la Unica solucién,
entonces se dice que S es un conjunto li. Si hay otras
soluciones (ademas de la trivial) entonces S es un

conjunto [d.

Para poner a prueba las definiciones anteriores, nos
situaremos en el espacio vectorial de las funciones
continuas C([O,l], R) consideraremos f y & dos
vectores de C([O,l], ]R) con lasumay multiplicacion
por escalar usuales para las funciones, definidos por
f(x) =e'y g(x) =™

Entonces, ¢ f y & sonliold?

Para responder, formamos la ecuacion vectorial:
2 L
ae’ + fe” =0(a, B €R) , lacual es vélida para
todo X€ [0,1] , en particular, para:

x=0:

x=1:

a+ =0

ae+ fe’ =0

De donde el determinante asociado al sistema de
a+p=0

ae+ fe’ =0

ecuaciones homogéneo

"Una accién de un grupo (

)sobre un conjunto X es una aplicacion ¢ : Gx X — X que cumple:

a) Vxe X, ¢(e,x) = X donde e es el elemento neutro del grupo.

b) Vx e X;Vg,heG,4(g*hx)=4(g.4(hx))
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es 1 1

=’ —e=e(e—1)#0
o 62 e e 6(6 )?5

por ende la solucion del sistema es Unica a = f# =0
y trivial.
Luego los vectores f y g son li.

Puestos en escena la definicion de espacio vectorial
y la de conjuntos li/ld, nuestra interrogante de
investigacion se enfoca en la construccion del
significado de las operaciones suma y multiplicacion
por escalar del espacio vectorial, a través de conjuntos
li/Id.

Para dar respuesta a dicha pregunta, se va a situar
la investigacion en el escenario de la construccion
mental de conjuntos li/ld, poniendo de relieve las
operaciones suma y multiplicacion por escalar de un
espacio vectorial.

4. Teoria

4. Acciodn, proceso, objeto, esquema

La teoria APOE, a través de su operacionalizaciéon en
investigaciones de diversos topicos (algebra lineal,
algebra abstracta, calculo, probabilidades, etc.),
ha demostrado ser un marco tedrico cognitivo-
constructivista bastante exitoso para mostrar la
construccion de conceptos en los estudiantes (Arnon
et al., 2014).

El marco tedrico APOE estda compuesto de cuatro
construcciones mentales: acciones, procesos y
objetos, que luego se organizan en esquemas (Asiala
et al., 1996; Dubinsky y McDonald, 2002), de ahi el
acrénimo APOE. En el contexto del algebra lineal, por
ejemplo, una construccion de accion de n-upla podria
darse al “tomar una cantidad especifica de niumeros
y colocarlos en un orden particular” (Arnon et al.,
2014, p. 20). Otro ejemplo: un estudiante muestra
una construccion accion de suma de vectores si al
considerar 2 vectores explicitamente del espacio
vectorial, se realiza la adicion y se verifica que el
resultado es un elemento de dicho espacio.

La construccion mental proceso se puede evidenciar
en un estudiante, cuando él puede “imaginar en
su mente un procedimiento, sin tener que hacer
necesariamente todos sus pasos explicitamente, y por
lo tanto puede pensar en revertirlo y coordinarlo con
otros procesos” (Dubinsky y McDonald, 2002, p. 3). En
otras palabras, un proceso es una accion interiorizada.
La interiorizacion es un mecanismo mental que “le
permite al estudiante ser consciente de una accion,
reflexionar sobre ella y combinarla con otras acciones”
(Dubinsky, 1991, p. 107). Por ejemplo, una construccion
proceso de axioma se muestra cuando un estudiante
es capaz de explicar como cada axioma se verifica (sin

tener la necesidad de realizar calculos) para que un
conjunto dado con operacion suma y multiplicacion
por escalar sea un espacio vectorial.

Finalmente, el mecanismo de encapsulacion logra una
construccion mental objeto, es decir, la realizacion de
“una estructura dinamica de proceso, a una estructura
estatica a la que se pueden aplicar las acciones” (Arnon
et al., 2014, p. 21). En este sentido, la encapsulacion
es un mecanismo mental a través del cual un proceso
(una operacion o accién interiorizada) se transforma en
un ente conceptual con derecho propio (un objeto).
En el contexto del algebra lineal, y de acuerdo al
objetivo propuesto en esta investigacion, con la
construccion objeto se espera evidenciar que un
estudiante sea consciente de los muchos procesos
y transformaciones asociadas a los conjuntos li/ld,
para dar significados a las operaciones del espacio
vectorial. Por ejemplo, una construccion objeto de
combinacion lineal se evidencia cuando un estudiante
determina si dos conjuntos de vectores diferentes
forman dos subespacios vectoriales equivalentes.

4.2. Una descomposicion genética para las
operaciones suma y multiplicacion por escalar de un
espacio vectorial

Una descomposicion genética (DG) es un modelo
cognitivo que describe las construcciones y los
mecanismos mentales (junto con las relaciones entre
estos componentes) que desarrolla un estudiante
para construir un concepto. Una DG propone
hipotéticamente una descripcion de las acciones
en los objetos mentales existentes, los medios por
los cuales estas acciones son interiorizadas como
procesos mentales y también por los cuales estos
procesos se encapsulan en objetos mentales (Arnon
et al., 2014), cuando se considera el concepto de las
operaciones suma y multiplicacion por escalar de un
espacio vectorial, que es el foco del presente escrito.

En la Tabla 1 se presenta, basandose en el analisis
tedrico de la estructura espacio vectorial, una DG del
esquema de las operaciones de un espacio vectorial
a [K(+, ), (V, +,),+], utilizando como indicadores los
conjuntos li/ld y el vector cero de V.

Construccion Indicadores de la construccion mental
mental
Accion . La accion de escribir la

combinacién lineal igual al cero
vector, para espacios vectoriales
con operaciones usuales.

. La accion de resolver el sistema
homogéneo de ecuaciones

AX =0
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La accion de escribir la
combinacién lineal igual al cero
vector para espacios vectoriales
con operaciones no usuales.

. Repetir (y reflexionar sobre) las
acciones de resolver el sistema
homogéneo de espacios
vectoriales con operaciones no
usuales.

. Repetir (y reflexionar sobre) el
efecto de la accion total de variar
el sistema de ecuaciones lineales
a uno no homogéneo, AX =5,
con b#0

. Interiorizacion de que “b” del

sistema AX = b, se relaciona

con el vector nulo del espacio
vectorial.

Proceso .

. Encapsulacion del proceso
resolver el sistema homogéneo
de espacios vectoriales con
operaciones no usuales en el
objeto conjuntos li/ld de vectores.

. Coordinacion de los procesos
combinacion lineal igual que
el cero vector para espacios
vectoriales con operaciones no
usuales y resolucion del sistema,
AX =b con b#0

. La accion de construir una
combinacion igual al cero vector
para operaciones no usuales
en el objeto conjuntos li/Id de
vectores.

Proceso —Objeto

. Capacidad de dar significados
a las operaciones del espacio
vectorial, para que los axiomas
que lo definen sean los
coordinadores de los procesos
de la suma y multiplicacion por
escalar.

. Capacidad para articular la
naturaleza del vector nulo con
el elemento neutro del grupo
abeliano (V, +) inserto en el
espacio vectorial (V, +, ).

Objeto—~Esquema

5. Método

Desde el paradigma cualitativo, la metodologia sera
de caracter explicativo e interpretativo; a su vez se
ha escogido el estudio de caso (Stake, 2010) como
meétodo para alcanzar el objetivo propuesto, porque
permite una indagacion en profundidad de una
realidad especifica y en un periodo de tiempo.

Los criterios seguidos para la conformacion de los
dos casos fueron: (a) Ser estudiante de primer afio
de universidad; (b) Haber sido estudiante de un
curso de Algebra Lineal y (c) Accesibilidad de los
investigadores. Los casos quedaron constituidos tal
como se presenta en la Tabla 2.

MARCELA PARRAGUEZ

Tabla 2
Participantes y casos de estudio
Fuente: Elaboracién propia.

Casos Participantes | Nivel Caracteristicas | Identificacion
Caso | 4 estudiantes | Universitario | Ha aprobado la | E1, E2, E3, E4.
de Ingenieria asignatura de
Algebra Lineal
y se ha eximido
de dar examen.
Caso Il 4 estudiantes | Universitario | Ha aprobado la | E5, E6, E7, E8.
de asignatura de
Pedagogia en Algebra Lineal.
Matematicas

5.1. Recogida de datos

En esta indagacion se utilizd como instrumento de
recogida de datos un cuestionario escrito, constituido
por dos actividades que se describen en la Tabla 3.

Tabla 3
Actividades del cuestionario

Fuente: Elaboracion propia.

Actividad | Preguntas

Al Sea C([O,l], R) el espacio vectorial de las
funciones continuas y si consideramos
f v g dos vectores de ([0,1], ]R)
definidos porf(X) =¢" y g(x) =e™
¢ fy & sonliold?

A2 Sea V:{(a,b):a,beR+}un R

- espacio vectorial, con las operaciones:

Suma de vectores:

(a,b)+(c,d)=(ac,bd); (a,b),(c,d) eV

Multiplicacion por escalar:

k 1k
k(a,b)z(a ,b ); keRy (a,b) eV
Estudiar la dependencia lineal de los

subconjuntos de }/ dados por:
(i) $1={(2,1).(3,2)} (i) s2={(1,1),(21}

Las dos actividades disefiadas permiten a los
estudiantes situarse en las construcciones descritas
en la Tabla 1 para las operaciones de un espacio
vectorial ~Accion, Proceso, Proceso-»Objeto, Objeto—
Esquema-, para dar respuestas a las actividades que
se plantean.
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6. Evidencias

Entre otras respuestas, esperamos de los estudiantes
lo que sigue: (a) que utilicen como estrategias en sus
respuestas los diferentes indicadores que se describen
en la Tabla 1 para las construcciones mentales, (b) que
utilicen el concepto de cero vector y combinacion
lineal para determinar si los conjuntos dados son li/
Id, y (c) que determinen, a través de la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales, si los conjuntos
dados son li/ld.

Con la finalidad de mostrar un trabajo representativo
de lo realizado por los estudiantes de los casos
de estudio, es que hemos seleccionado algunos
episodios de sus argumentos observables en las dos
actividades.

6.1. Primera actividad

La pregunta que se plantea en la actividad Al se puede
responder mostrando que la combinacion lineal de las
funciones es igual a cero. Sin embargo, como veremos
mas adelante, bajo esta pregunta es posible apreciar
tipos de respuestas factibles de ser clasificadas
de acuerdo con las construcciones mentales que
suponen: accion en vias de alcanzar un proceso y un
proceso encapsulado en un objeto, todos ellos con
relacion a la posibilidad de caracterizar, a través de un
sistema de ecuaciones, a un conjunto de vectores li.
Consideramos que el estado de construccion mental
accion en vias de alcanzar proceso puede evidenciarse
cuando el estudiante sabe que, para analizar la
dependencia lineal de un conjunto, se debe determinar
un sistema de ecuaciones lineales, pero muchas veces
en este estado de construccion los estudiantes no
logran plantear una adecuada combinacion lineal y su
justificacion se reduce a procedimientos algebraicos.
Un ejemplo de este tipo de estructura de construccion
mental se puede ver en la resolucion de E2, quien
procede de una manera mecanica -de acuerdo con
un algoritmo previamente construido-, que describe
como un criterio: si el determinante es cero: es Id, y si
es distinto de cero: es li. E2 calcula el determinante y
obtiene una expresion no nula, concluye asi que el
conjunto es li, como se muestra en la Figura 4.

Usoramos S8 Siqui oulinio
J\ﬁz(ﬁ-m,éxﬁj =0 ; £(33 o R
Mk (o, go) #0 ) Ean rm &

X zx x
: € } = 2(@")2— e <

exwéeg’:) o A a_-.x
uth.g) - g ze e P
vxe [o,1]

ot %éa Lo QL

Figura 4. E2 muestra una estructura de construccion mental accion en
vias de llegar a ser proceso para caracterizar un determinante asociado
a un conjunto de vectores li.

Fuente: Datos de la investigacion.

Otro tipo de respuesta a la actividad A1 da cuenta de
la estructura mental proceso para el mismo concepto
anterior. Para analizar la dependencia lineal de un
conjunto, E6 recurre a la definicion un conjunto finito
de vectores es Id si existen escalares que permiten que
el vector nulo sea combinacion lineal de los vectores del
conjunto, de talmanera que al menos uno de los escalares
sea no nulo, entonces E6 se plantea primeramente una
ecuacion y luego el sistema de ecuaciones asociado.
En esta situacion, en general los estudiantes tienden
a resolver el sistema escalonando la matriz o bien
utilizando otros métodos de resolucion de sistemas.
Esta técnica, si bien resulta efectiva, muchas veces es
engorrosa de seguir y termina convirtiéndose en una
herramientamuy complejaparallegaraunaconclusion.
Esto fue lo que le sucedio a EB, pero no tuvo éxito al
momento de aclarar la relacién entre los escalares
de la combinacion lineal, entonces abandond el
procedimiento a medio camino, indicando (ver Figura
5) que para resolver el sistema hay que darle valores a
un parametro. Interpretamos esta manera de proceder
como una estructura de construccién mental proceso,
pues aunque se tiene conocimiento de la propiedad y
esta se pone en ejecucion de manera operativa, no se
logra una reconstruccién funcional y practica de las
transformaciones necesarias para dar una respuesta
a A1, es decir, la eleccién de la estrategia no es la mas
pertinente en funcién del tipo de problema y, por lo
tanto, E6 no alcanza la estructura de construccion
objeto, como se muestra en la Figura 5.

Su«-«a_p : /’.El.L?--—'-—'{}L

S dan valees a &
4 Se obtiche o Y=

Figura 5. E6 muestra una estructura de construccion mental proceso
para caracterizar el sistema de ecuaciones lineales asociado a un
conjunto de vectores Id.

Fuente: Datos de la investigacion.

Ademas de las estructuras de construccion mental
antes mencionadas, se evidencio que, si el estudiante
lograba expresar y caracterizar el sistema de
ecuaciones asociado a la combinacién lineal de un
conjunto de vectores |li de manera relativamente
inmediata, entonces habia encapsulado el proceso
en el objeto para el concepto conjunto de vectores
li. Para ilustrar esto, se utilizara la respuesta de E5,
quien expresa la combinacion lineal de las funciones
y las iguala a cero y, dando valores a los escalares,
determina si son li/ld. Luego senala quefy g son li,
como se puede observar en la Figura 6.
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Figura 6. E5 muestra una estructura de construccion mental objeto para

\

el concepto conjunto de vectores Ii.
Fuente: Datos de la investigacion.

6.2. Segunda actividad

Para abordar el concepto de los conjuntos li/ld, los
estudiantes también evidenciaron que se debe volver
sobre algunos conceptos -como conocimiento
previo-, como el de combinacion lineal entre vectores
de un conjuntoy el de sistemas de ecuaciones lineales.
El proceso expresar un vector cualquiera como
combinacion lineal de los vectores de un conjunto, se
debe coordinar con el proceso determinar el vector
nulo del espacio vectorial, para dar paso a la estructura
de construccion mental proceso de expresar el vector
nulo como combinacion lineal de los vectores de un
conjunto. La situacién de la actividad A2 fue disefiada
con el propodsito de visualizar esta coordinacion.
En esta actividad se inquiere sobre la capacidad
del estudiante para analizar si los subconjuntos de
vectores de un espacio vectorial son li/ld, donde la
suma esta definida como producto y la multiplicacion
por escalar, como una operacion potencia.

El estudiante E1, por ejemplo, considera el conjunto
S1 vy plantea una igualdad a partir de la suma de los
vectores del conjunto y la iguala al vector nulo. El
problema es que no repara en el hecho de que el
vector nulo bajo esta operacion suma es (1,1) y no
(0,0). Al hacer la operatoria E1 obtiene una afirmacion
contradictoria, pues las potencias resultan igual a
cero, como se muestra en la Figura 7. Lo mismo ocurre
para el otro conjunto. Lo anterior es evidencia de que
E1 tiene dificultades para alcanzar la construccion
mental proceso de determinar el vector nulo del
espacio vectorial V, que fue definido especificamente
con operaciones suma y multiplicacion por un escalar
no usual. Al no contar con esta estructura cognitiva,
E1 tampoco puede evidenciar el mecanismo de
coordinacion, de modo que abruptamente sus
calculos lo llevan a decir que el sistema de ecuaciones
no tiene solucién y no logra concluir si el conjunto
S1 es li/ld. Especificamente en la Figura 7 es posible
apreciar la ausencia de la estructura de construccion
mental proceso para el concepto neutro aditivo del
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grupo abeliano (V,+) del espacio vectorial V, mediante
el desarrollo de la actividad A2 del cuestionario.

6;: {_kz‘/')/ \‘}‘3)}
< (2,1) +f(3,2 = (0,0
(2% 1)+ (3% 2*)=(0,9)
(20!3&! 1-{45)3(0’0)
2¥3%20 \ 4 tiere Ackucion o R
2P =« O

Figura 7. E1 muestra una estructura de construccion mental accion, la
cual no logra interiorizarse en un proceso para determinar el vector nulo
del espacio vectorial.

Fuente: Datos de la investigacion.

La actividad A2 es omitida por E8, y E2 vuelve a
basar su respuesta en el concepto de determinante
-argumento utilizado en la actividad A1-, sin embargo,
a diferencia de A1, en A2 dispone los vectores de S1
en filas y procede a calcular el determinante, cuyo
resultado lo categoriza en vectores li, segun un criterio
mecanicista que E2 escribe en la Figura 8. Esto ultimo
es evidencia de lo que Dorier (1995) llamé “obstaculo
del formalismo”.

Si Ak (U, o) =0, sdones 5 o LA
oL d‘-’tt"ru”xj :FO) S P 5 o R¢

?%5_‘
58 smmamso
S 5y w L2

“Cors S, \l. I\___1;2,:-.‘1 Fo

2\
-~ 52 w Q.:.

Figura 8. E2 muestra (nuevamente) una estructura de construccion
mental accién en vias de llegar a ser proceso para caracterizar un
determinante asociado a un conjunto de vectores i.
Fuente: Datos de la investigacion.

El estudiante E4 no logra determinar adecuadamente
el neutro aditivo para la operacion suma definida en
el espacio V, pero cuatro de los ocho estudiantes
alcanzan la estructura proceso para determinar el
vector nulo del espacio vectorial. Una muestra de esto
ultimo se puede apreciar en E3, quien primero plantea
la combinacioén lineal pensando que el vector nulo
es (0,0), pero luego reflexiona y decide determinar
explicitamente el vector neutro aditivo del espacio
vectorial, como se puede apreciar en la Figura 9.
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Figura 9. E3 muestra una estructura de construccion mental proceso
para determinar el vector nulo del espacio vectorial V.
Fuente: Datos de la investigacion.

De los seis estudiantes que si reconocen
adecuadamente que el vector neutro aditivo o nulo
en el espacio vectorial V es (1,1) -y no (0,0)-, solo tres
plantean a dicho vector nulo como combinacion lineal
de los vectores del conjunto para realizar un analisis
de los escalares, es decir, han alcanzado el mecanismo
de coordinacién entre los procesos asociados a
tales conceptos, como se puede evidenciar en los
argumentos observables de E7, en la Figura 10.

Oheowai: v : o b dos
m 2L o cnp
Cay, ki) *(.lii‘]=:\“ul='|) #VL{-“"FL‘)&V

Figura 10. E7 muestra una coordinacion entre las estructuras de
construccion mental proceso expresar un vector cualquiera como
combinacion lineal de los vectores de un conjunto y determinar el

vector nulo del espacio vectorial.
Fuente: Datos de la investigacion.

El mecanismo de coordinacién entre los procesos
vector nulo y neutro aditivo de (V,+) tiene lugar en la
medida en que el estudiante plantea directamente la
combinacion lineal de vectores de los conjuntos S1 o
S2 y la iguala al vector nulo, que en este caso es el
vector (1,1) -cuando se interpretan adecuadamente
las definiciones de las operaciones involucradas en
V-. El resultado de dicha coordinacion es el proceso
expresar el vector nulo como combinaciéon lineal
de los vectores de un conjunto, el cual a su vez se
coordina con el proceso sistema de ecuaciones
lineales, cuyo producto de esta coordinacion es el
proceso seleccionar la combinacion lineal en que la
solucién del sistema es Unica vy trivial. Un ejemplo de
este encadenamiento de procesos lo evidencia E7,
quien, con base en la expresion del vector nulo como
combinacion lineal de los vectores del conjunto S1,
construye un sistema de ecuaciones. De este sistema,
E7 infiere que ambos escalares son nulos, lo cual le
permite concluir que los vectores de S1 son li, como
se puede apreciar en la Figura 11.

© r@)tY(32)=() 1, ¥er
@50+ 3,29 = W)
(@', ")= (1)
2237 a

o Y=l l *“? ()_’ I
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Figura 11. E7 muestra una coordinacion entre las estructuras
de construccién mental proceso expresar el vector nulo como
combinacion lineal de los vectores de un conjunto y sistema
de ecuaciones lineales para el logro del proceso seleccionar la
combinacién lineal en que la solucion del sistema es Unica y trivial.
Fuente: Datos de la investigacion.

El proceso seleccionar la combinacion lineal en que
la solucidon del sistema es Unica y trivial se puede
encapsular en el conjunto de vectores li como objeto.
La encapsulacion se evidencia en la medida en que
el estudiante reconoce la independencia lineal
descartando la dependencia lineal, o bien por simple
inspeccion de las caracteristicas de los vectores
con respecto a la especificidad de las operaciones
definidas para el espacio vectorial V.

El estudiante E7 muestra como resultado de la
resolucion de las actividades A1y A2 una construccion
mental objeto en relacion con el procedimiento
seleccionar la combinacion lineal en que la solucién
del sistema es unica vy trivial. Esto ultimo se sustentd
también en el argumento que E7 utilizd para analizar
la dependencia lineal del otro conjunto S2, en el cual
E7 se basa en que el vector nulo es un elemento de S,
como se puede observar en la Figura 12.

@ oo N n e S,

oo S, e AireaXiade dvl+

Figura 12. E7 muestra una estructura de construccion mental objeto para
el concepto conjunto de vectores |i.
Fuente: Datos de la investigacion.

7. Discusion y conclusiones

El propodsito de este estudio de investigacion
fue mostrar evidencias, con sustento tedrico, de
como contribuye el trabajo en dos actividades con
conjuntos li/ld, en la construccion del significado de
las operaciones suma y multiplicacion por escalar
del espacio vectorial. Al alero de la teoria APOE, el
analisis de las dos actividades, aplicadas a los dos
casos de estudio, mostré que los estudiantes evocan
una diversidad de razonamientos observables a través
de sus argumentos en A1y A2, que correspondian
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principalmente a concepciones proceso y objeto en el
modelo APOE. Sin embargo, durante el desarrollo de
las actividades, mientras los participantes del estudio
parecian mejorar y fortalecer sus concepciones de
acuerdo con el modelo APOE, también hubo instancias
donde ellos evocaron ciertas ideas falsas que parecian
causar un obstaculo para alcanzar la construccion
objeto, desde un proceso. Dichos conceptos erréneos
incluyen, pero no se limitan, a:

+ El cero vector de un espacio vectorial esta
constituido de ceros.

« El neutro aditivo y el cero vector son elementos
diferentes en el espacio vectorial.

«  Elcerovector noesli, ni es |d, sino que es neutro.

La Tabla 4 resume la discusion del apartado anterior
sobre las construcciones y mecanismos mentales que
contribuyen a dar significado a las operaciones de un
espacio vectorial.

Tabla 4

Construcciones mentales que contribuyen a dar significados a las

operaciones de un espacio vectorial

MARCELA PARRAGUEZ

Construccion
mental

Evidencias

Significado de las operaciones del
espacio vectorial que se logra

Proceso

. La construccién mental proceso de las operaciones de un
espacio vectorial V, supone que el cero vector de un espacio
vectorial se coordina con la propiedad de elemento neutro
para (V,+). Ademas, el cero vector se utiliza para situar una
referencia de los elementos del espacio vectorial, sin realizar
la comprobacién de que este cero vector es en realidad el
elemento neutro del grupo abeliano (V,+) en el espacio [K(+, *),
(V, ), *1.

. La construccién mental proceso de vectores li/ld explica que
cuando una combinacion lineal se iguala al cero vector, el
sistema de ecuaciones lineales asociado, siempre tiene una
Unica solucién.

. En la construccion mental proceso de las operaciones de un
espacio vectorial Rz, la falsa creencia [el cero vector de R’es
(0,0) independiente de las operaciones que se definen en R? 1,
se explica por las condiciones suficientes y necesarias para que
(V,+) sea un grupo abeliano.

. En la construccion proceso de conjuntos li/ld de vectores, la
dependencia lineal se operacionaliza a través de un sistema de
ecuaciones lineales.

Operaciones del espacio vectorial
CoMmo pProceso.

Objeto

. Conocimiento en estructuras algebraicas como objeto, que
permiten desencapsularlo en el proceso cero vector, a través
del elemento neutro del grupo abeliano (V,+) inserto en el
espacio vectorial [K(+, -), (V, +), <].

. Encapsulacion del proceso de implicacion [combinacion lineal
igual al cero vector => solucidén unica y trivial del sistema de
ecuaciones lineales] en el objeto conjunto li de vectores.

Operaciones del espacio vectorial
como objeto.
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. Encapsulacion del proceso de implicacion [combinacion
lineal igual al cero vector —=> solucién no unica del sistema de
ecuaciones lineales] en un objeto Id de vectores.

. Coordinacion de los procesos combinacion lineal igual al cero
vector para espacios vectoriales con operaciones no usuales
y resolucion del sistema AX =b, con b#0 , cuyo proceso
resultante se encapsula en el objeto conjuntos li/Id.

. La accion de construir una combinacion igual al cero vector
para operaciones no usuales sobre el objeto conjuntos li/Id.

. Conocimiento de que las operaciones que definen al espacio
vectorial existen y deben estar presente en todo momento
cuando se trabaja con vectores y escalares.

Esquema . La coherencia del esquema de las operaciones del espacio
vectorial [K(+, ), (V, +), +] requiere de la asimilacion del objeto
conjuntos li/Id de vectores.

Operaciones del espacio vectorial

. Conocimiento de que el cero vector es un vector Id.
como esquema.

. Conocimiento de que un conjunto de vectores que contiene al
cero vector, es un conjunto |d de vectores.

Como producto de este estudio, en la Tabla 4 se
propone una primera respuesta a la pregunta de
investigacion planteada, sobre cémo el trabajo con
conjuntos li/ld contribuye a dar significado a las
operaciones suma y multiplicacion por escalar de un
espacio vectorial.

Entre los aportes que la investigacion hace a la
literatura, se pueden sefalar que el cero vector
es un indicador del estado de construccién de las
operaciones suma y multiplicacién de la estructura
del espacio vectorial, y del rol que estas tienen para
dar paso a la comprension real de otros topicos del
algebra lineal. En relacion con esto ultimo, cabe
sefalar que la evidencia encontrada no es suficiente
para afirmarlo en su totalidad. Es necesario llevar a
cabo mas investigacion que contemple entrevistas
a un mayor numero de estudiantes, para tener mas
evidencia que lo sustente.

Este primer estudio sobre conjuntos li/ld para
interpretar el estado de construccién de las
operaciones de un espacio vectorial proporciona
nueva evidencia de que el uso de las estructuras de
la teoria APOE permite determinar las construcciones
que subyacen a las dificultades de los estudiantes y a
las estrategias que ellos utilizan en el dlgebra lineal.
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RESUMEN

Este articulo tiene como objetivo principal investigar el trabajo matematico de profesores universitarios respecto
de la ensefanza de las sucesiones de numeros reales (sucesiones) en el aula. Mediante la teoria de los Espacios de
Trabajo Matematico (ETM) analizamos algunos elementos de la ensefianza (ETM idoneo) de este objeto, tomando
en cuenta las componentes del plano epistemologico y cognitivo, identificando las génesis, asi como también
los paradigmas del analisis real. Concretamente, se presenta un estudio de caso sobre el ETM idéneo de tres
profesores universitarios, solicitdndoles realizar una produccion donde aborden la ensefianza de la sucesion
(an)n € N definida por an = (1 +1/ n)n paracada 7 € N. Los principales resultados evidencian diferencias
entre los ETM idoneos, observandose que estos se enmarcan dentro de distintos paradigmas del analisis real,
activando distintas componentes del ETM. Por ultimo, en base a lo anterior, sugerimos algunos elementos que
harian factible la estructuracion de un ETM idéneo mas completo para las sucesiones.
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ETM iddneo; ensefianza de las sucesiones; ensefanza
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ABSTRACT

The main goal of this article is to investigate the mathematical work of university professors regarding the
teaching of real number sequences (sequences) in the classroom. Through the Mathematical Working Spaces
(MWS) theory, we analyze some elements of the suitable MWS of this object, taking into account the components
of the epistemological and cognitive aspects, identifying the geneses, as well as the paradigms of the real
analysis. Specifically, a case study on the suitable MWS of three university professors is presented, whom we
asked to tackle the teaching of the sequence (an)n € N definedby ¢, = (1 +1/ n)" foreach n e N

The main results show differences between the suitable MWS, observing that they are framed within the distinct
paradigms of real analysis, activating different components of MWS. Finally, based on these results, we suggest
some elements that would make feasible the structuration of a more complete suitable MWS for the sequences.
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teaching; paradigms of real analysis.
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APROXIMACION A LA ENSENANZA DE LAS SUCESIONES DE NUMEROS REALES

1. Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar
parte del ETM idéneo de las sucesiones reales en
la ensefanza universitaria. Es importante sefalar
que las sucesiones reales constituyen un tema de
estudio interesante, debido a la presencia de la
nocién de convergencia, concepto fundamental
en las matematicas. Existen diversos estudios que
se han dedicado a tratar este objeto matematico
desde el punto de vista didactico y/o educativo;
entre ellos, el trabajo realizado por Robert (1982), el
cual estudia y clasifica en modelos a las diferentes
formas de conceptualizacion de las descripciones de
los estudiantes sobre la convergencia de sucesiones
numeéricas por intermedio de discursos, ejemplos
y representaciones. En dicho trabajo se destaca
el modelo dinamico, en donde la convergencia
es asociada a la idea de aproximacion; el modelo
estatico, el cual traduce al lenguaje natural Ia
definicion ( &, N3 de la convergencia de sucesiones,
y el modelo mondtono, en el que la distancia entre
los términos de una sucesion y su limite decrece,
lo cual constituye un caso particular. Para estudiar
los modelos anteriores, la autora diseid y aplicd un
cuestionario a estudiantes de ensefianza media en
Francia. Los resultados de los estudiantes marcan
ciertas diferencias: aquellos que tenian un modelo
estatico contestaron correctamente, aquellos con un
modelo monodtono respondieron incorrectamente v,
por ultimo, de los que tenian un modelo dindmico, la
mitad respondié adecuadamente, mientras que la otra
mitad respondid erroneamente.

Por otro lado, Bloch (2000), en el capitulo 6 de su
tesis doctoral, desarrolla e implementa una situacion
para el aprendizaje de la nocion de convergencia de
sucesiones, dirigida a nivel secundario, en la cual se
solicita al estudiante calcular los términos generales
de la sucesion de perimetros y areas de los copos de
nieve de Von Koch, asi como estudiar su convergencia.
Para ello, el docente indica a los estudiantes ciertos
criterios de validacion de la convergencia, los cuales
no corresponden a la nocidn rigurosa. La autora
asevera que la situacion se desarrollé dentro de lo
estipulado: los estudiantes lograron darse cuenta
de que la sucesidon de perimetros era creciente y no
acotada, por lo tanto, divergente. Asimismo, notaron
que la sucesion de areas, si bien era creciente, era
acotada, y lograron calcular el limite observando la
tendencia de los términos de la sucesion mediante
calculadora (criterio de exploracion). Los criterios de
exploraciéon y validacion se pudieron implementar,
los estudiantes los adaptaron para encontrar el
correspondiente para una sucesion convergiendo a O.
Asimismo, la situacion permitio institucionalizar una
definicion correcta de una sucesién convergente al
infinito y de una convergente a O.

Oktag y Vivier (2016) sefalan que la nocion de limite
ha sido estudiada en educacién matematica por
cerca de 40 afnos, incluyendo limites de sucesiones
y funciones. Segun estos autores, las razones por las

cuales esta nocion ha sido tan estudiada son, por una
parte, que ella presenta grandes dificultades para
el aprendizaje de los estudiantes, y por otra, que la
nocion de limite, siendo una nocion fundamental del
andlisis, se relaciona con varias otras nociones tales
como continuidad, diferenciabilidad, etc., de modo
que las dificultades asociadas a los limites podrian
también tener un impacto en el aprendizaje de tales
conceptos.

Por su parte, Mamona-Downs (2001) presenta una
secuencia didactica de convergencia de sucesiones
con el fin de resolver los problemas de comprension
ligados al estilo minimalista de la nocion de
convergencia de sucesiones, esto es, el hecho de
que la proposiciéon que define la convergencia es
muy compacta, llena de cuantificadores, y al mismo
tiempo no se dice que el épsilon sea pequefio, ni que
el N dependa de épsilon, es decir, en la definicidn esta
implicito el rol de las variables involucradas, lo cual
no se sefala directamente. Todo lo anterior requiere
una reflexion madura sobre su estructura, sobre el
contenido mismo de la definicion, fijandose en sus
aspectos metacognitivos y cognitivos de su disefo.

Asimismo, las sucesiones no solamente son
importantes por su relaciéon con la convergencia,
sino que también por el hecho de que existen
diversas aplicaciones de estas en las ciencias y la
ingenieria, puesto que ellas participan en procesos
de aproximacion numeérica. Debido a lo anterior, las
sucesiones forman parte de los programas de estudio
para la formacién de ingenieros, y especificamente
son estudiadas en los cursos de calculo de primer o
segundo afo de universidad en dichas carreras.

El estudio realizado por Verdugo-Hernandez
(2018) da cuenta de la riqueza epistemoldgica
de las sucesiones reales. En efecto, los estudios
iniciales realizados por Cauchy (1789-1857) fueron
imprescindibles para el desarrollo del analisis real y
en particular de las sucesiones (Dhombres, 1980).
Asimismo, los trabajos desarrollados por Weierstrass
(1815-1897) y sus colaboradores complementan las
demostraciones de Cauchy, clarificando las nociones
de convergencia uniforme, continuidad uniforme, y
derivaciéon e integracion término a término de una
serie infinita (Hairer y Wanner, 2000), en las cuales las
sucesiones juegan un rol clave. Por su parte, Cantor
y Dedekind, hacia los afios 1872 y 1888, presentan
una construccion equivalente de los niumeros reales.
Posteriormente, Hilbert desarrolla en 1899 el método
axiomatico, mediante el cual introduce el sistema
de los numeros reales, que resulta ser un cuerpo
conmutativo totalmente ordenado y arquimediano,
tal que no es posible agrandarlo de manera de
obtener un nuevo sistema numérico que satisfaga
dichas propiedades. Este uUltimo aspecto constituye
la estructuracion de aquello que Cantor y Dedekind
denominaron “completitud” de los numeros reales
(Dhombres, 1980). La construccion de Cantor se
apoya sobre las sucesiones fundamentales, hoy en
dia conocidas como sucesiones de Cauchy. En efecto,
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Cantor demuestra que todo numero real (en particular,
todo numero irracional) puede ser aproximado por
una sucesion de Cauchy de numeros racionales. De
la discusion previa evidenciamos la importancia de
las sucesiones, las cuales contribuyeron de manera
decisiva a dar fundamento al analisis moderno.

En esta investigacion, hemos decidido analizar la
ensefianza de la sucesion (an)n € N definida por

an=(1+1/n)" paracada neN
dicha sucesion posee una presencia importante en el
estudio del analisis, siendo un ejemplo recurrente en
varios textos universitarios como Kuratowski (1962),
Bobadilla y Labarca (2004) y Stewart (2012). Ademas,
constituye un importante ejemplo de aplicacién del
criterio de convergencia de las sucesiones mondtonas
y acotadas, tal como se aprecia en algunos textos
universitarios como los sefalados, que ejemplifican
dicho criterio por medio de esta sucesion. Por
ultimo, la sucesion mencionada es significativa en
las aplicaciones ya que se utiliza para modelizar
problemas de interés, entre otros (Stewart, 2012). Por
todo lo anteriormente expuesto, la ensefianza de la
misma amerita ser estudiada.

En términos de nuestro marco tedrico, estudiamos
las posibles génesis activadas entre las distintas
componentes del plano epistemologico y cognitivo.
Asimismo, analizamos los planos verticales activados
y los paradigmas en los cuales se posiciona el trabajo
matematico. De esta manera, se ha podido examinar
similitudes y diferencias en términos del ETM idéneo
de tres docentes universitarios, de modo tal de
proponer mejoras que converjan hacia la construccion
de un posible trabajo matematico completo de las
sucesiones, el cual incluya la activacion de las tres
génesis, junto a los tres planos verticales, al igual
que todos los paradigmas. Debido a la amplitud del
ETM idoneo, para efectos de este trabajo nos hemos
enfocado en el estudio de una parte de este, dispuesto
en la ensefianza universitaria de las sucesiones.

A continuacion, presentaremos brevemente nuestro
marco teodrico, el cual nos ha permitido situar nuestra
problematica en términos precisos y en particular
estudiar en detalle el rol que juegan las distintas
componentes del plano epistemoldgico y cognitivo
del Espacio de Trabajo Matematico en las sucesiones.
Enseguida, presentamos el disefio metodoldgico.
Consecutivamente, mostramos y discutimos los
resultados de los anélisis sobre la ensefanza de la
sucesién (an)n € N . Finalmente, presentamos las
conclusiones de este trabajo.

2. Espacio de Trabajo Matematico

El Espacio de Trabajo Matematico (ETM) (Kuzniak,
2011) tiene por objetivo principal estudiar y favorecer
el funcionamiento del trabajo matematico en un
contexto educativo determinado. Para definir el ETM
se introducen dos planos: el plano epistemoldgico
y el cognitivo, que estructuran el ETM apoyando la
comprension tanto del modelo del trabajo matematico
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que se genera, como también de la articulacion
entre sus planos mediante tres génesis (Kuzniak,
Montoya-Delgadillo y Vivier, 2016): semiotica,
instrumental y discursiva. Se identifican tres tipos
de ETM (Kuzniak, 2011): ETM de referencia, relativo a
criterios matematicos definidos por una institucion,
que requiere un ETM iddneo, del cual depende tanto el
disefio de la clase como de las tareas encomendadas
a los estudiantes, quienes deberan comprometerse en
actividades con el fin de realizarlas de acuerdo a su
ETM personal. Por lo anterior, segun Kuzniak y Richard
(2014), el ETM idoneo no esta fijado y se debe ajustar
a ciertas restricciones locales, que dependen del ETM
de referencia.

Adicionalmente el ETM considera, segun Kuzniak
y Richard (2014), tres planos verticales. Dichos
planos actuan sobre la base de ciertas génesis y sus
relaciones con el plano epistemologico y cognitivo.
El primer plano [Sem-Ins] estad sustentado por las
génesis semidtica e instrumental. El segundo plano
[Sem-Dis] esta sustentado bajo las génesis semiotica y
discursiva. Por ultimo, el tercer plano [Ins-Dis] se apoya
en las génesis instrumental y discursiva, las cuales
evidenciaremos en este escrito a través de entrevistas
con tres profesores universitarios en ejercicio. Mas
detalles del modelo del ETM pueden ser encontrados
en Gomez-Chacdn, Kuzniak y Vivier (2016).

Finalmente, el trabajo matematico esta guiado por
paradigmas que caracterizan los diferentes ETM.
Montoyay Vivier (2016) han propuesto tres paradigmas
con el fin de caracterizar el trabajo matematico del
andlisis real. Ellos fueron identificados teniendo en
cuenta la perspectiva histérica y matematica. Tal como
se ha discutido en el trabajo de Verdugo-Hernandez
(2018), y tal como se ha expuesto brevemente en
la introduccion de este escrito, la completitud de
los numeros reales constituye un aspecto clave en
el quehacer del analisis real. En ese sentido, Bergé
(2008) identifico la transicion del calculo al analisis
como un cambio de trabajo relacionado con la
completitud de los nimeros reales. Asimismo, Artigue
(1998) identificé una ruptura entre el algebra y el
calculo con relacion al hecho de que en el algebra,
para demostrar una igualdad, se debe realizan una
serie de manipulaciones algebraicas, mientras que en
el calculo (o analisis), para demostrar la igualdad entre
dos cantidades, basta probar que paratodo £ >0 , la
distancia entre dichas cantidades es menor que & . Se
puede observar que en el analisis se involucra el trabajo
con &, con lo cual implicitamente se esta usando la
completitud. De acuerdo a lo anterior, el trabajo del
analisis involucra este aspecto de manera explicita,
lo cual implica necesariamente una reflexion sobre
las reglas del calculo y no solamente su aplicacion
mecanica para resolver un determinado problema.

Por otro lado, desde la perspectiva historica, la
geometria jugo un rol importante en el desarrollo del
analisis. Por ejemplo, Bolzano (1781-1848) planteod la
idea de basar el andlisis en la geometria, especialmente
en la percepcion visual de ciertas propiedades tales
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como el Teorema del Valor Intermedio (TVI). Asi, viendo
el grafico de una funcion, es posible determinar si la
ecuacic')nf(‘x = () posee una solucion, lo cual es un
caso particular del teorema de Bolzano. Pero, en esta
intuicion grafica, implicitamente se esta utilizando la
completitud de los numeros reales.

En consecuencia, se han identificado los siguientes
paradigmas del analisis real:

Analisis-Geométrico/Aritmético (AG), que permite
interpretaciones con hipotesis implicitas basadas en
la geometria, el calculo aritmético o el mundo real.

Analisis-Calculatorio (AC), donde las reglas de calculo
son definidas mas o menos de manera explicita, y
se aplican independientemente de la reflexion de la
existencia y naturaleza de los objetos introducidos.

Analisis-Real (AR), caracterizado por un trabajo
que considera la aproximacion y abiertos, incluso lo
topoldgico, y en el que las definiciones y propiedades
son establecidas tedricamente permitiendo un
“trabajo €" especifico de este paradigma, cotas,
desigualdades, “lo despreciable”.

Por la naturaleza del objeto matematico considerado,
y por el nivel en el cual los docentes ensefan, es
esperable que se pueda observar la presencia de
varios paradigmas (con mayor fuerza en el paradigma
AC) en la resolucién de una tarea.

3. Elementos metodoldgicos

El andlisis que se presenta en esta investigacion es de
caracter cualitativo, mostrando un caso con relacion
al trabajo realizado por tres profesores universitarios,
respecto a la sucesion (an)n € N definida por

an=(1+1/n)" paracada ne€N

Con el fin de identificar algunos elementos del ETM
idoneo de las sucesiones, se entrevistaron a estos
tres profesores de universidad, los cuales seran
nombrados como PU1, PU2 y PU3, respectivamente.
Algunos antecedentes de los docentes son: PU1 es
pedagogo en Matematica, magister en Didactica de
la Matematica, y realiza clases de Calculo | y Il en
carreras de Ingenieria Comercial. PU2 es ingeniero
civil matematico, magister y doctor en Estadistica, y
realiza clases en los cursos de Calculo |, Il y Estadistica
en carreras de Ingenieria Civil. Por ultimo, PU3 es
pedagogo en Matematica, magister en Matematica, y
realiza clases en los cursos de Calculo|, Il y Ecuaciones
Diferenciales en carreras de Ingenieria Civil. PU1y PU2
dictan clases en la misma institucion, mientras que
PU3 dicta clases en otra institucion universitaria.

En la entrevista se pregunta a cada profesor: 2Cémo
abordaria en sus clases el estudio de la sucesion

(an)n € N ?”. Para ello se les asigné un tiempo de
una hora para desarrollar dicha pregunta por escrito.
Sin embargo, al cabo de alrededor de 30 minutos,
solicitaron mas tiempo para enviar con posterioridad

sSus respuestas.

Cabe sefalar que, en la ensefanza universitaria, segun
los programas y textos universitarios, y por la propia
experiencia de los tres profesores entrevistados,
quienes ensefan la unidad de sucesiones en el curso
de Calculo Il, el estudio de la sucesion (an ne

en cuestidon, se trata como un ejemplo clasico
de aplicacion del criterio de convergencia para
sucesiones monotonas y acotadas.

4. Estudio de los ETM id6oneos de PU1, PU2 y
PU3

A continuacion, analizaremos las producciones de los
tres docentes universitarios respecto a la tarea que les
fuera propuesta en la entrevista. En general, los tres
profesores no generan tareas para abordar la sucesion,
sino mas bien ellos utilizan distintas herramientas para
estudiarla, con el objetivo principal de probar que es
convergente.

41 ETM idoneo de PU1

PU1 sefalé que él haria preguntas a los estudiantes
con la intenciéon de guiar el problema solicitado. PU1
abordd la convergencia desde un punto de vista
grafico, proponiendo preguntas a los estudiantes
(Figura 1) y dando las respuestas que este esperaria de
parte de ellos (Figura 2).

Transcripcion:

Inicio con la gréafica de la sucesion y en base a ella
realizo las siguientes preguntas:

a) (Es posible predecir el comportamiento de los
siguientes puntos del grafico cuando “n” crece?

b) ;Qué caracteristicas posee la sucesion
s, = (1+1/n)" al analizar su grafica?

Figura 1. Preguntas de PU1 para guiar el trabajo de los
estudiantes.
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 97)

Segun las respuestas que el propio profesor generada
para las preguntas (a) y (b), se evidencia que el
docente esperaria que los estudiantes, a partir de
(a), deduzcan que la sucesion §, = n€ N es
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monotona creciente. De la pregunta (b), PU1 esperaria
que los estudiantes utilicen la calculadora para
deducir que la sucesidon “tiende a aproximarse” a
2,72 y que posiblemente tracen la recta y = 2,72, de
modo que ellos visualicen que la sucesion es acotada
superiormente por 2,72. En definitiva, PU1 pretende
que sus estudiantes hagan una deduccion basada
en un analisis grafico-numeérico (realizando calculos
mediante una calculadora y eventualmente un grafico),
del hecho de que la sucesion es mondétona creciente,
acotada superiormente y convergente, relacionando
asi la convergencia mas bien a la visualizacion, y no
a los dos primeros aspectos que permitirian concluir
tedricamente. En efecto, de acuerdo al criterio de
convergencia de sucesiones monotonas y acotadas,
herramienta tedrica perteneciente al referencial de las
sucesiones, del hecho de que la sucesions, = n € N
es monotona creciente y acotada (superiormente), se
deduce que ella es convergente.

Transcripcion:

* Con la pregunta a) se espera concluir que S, es
monotona creciente dado que s, < s, + 1 para
cualquier n dado (se puede ejemplificar algunos
casos).

* De la pregunta b) se espera inferir que dicha
sucesion tiende a aproximarse a un numero
k=272, evidenciado por medio de calculadora. En
la gréfica, es posible trazar la recta y =2,72, y ver
como [sic] los puntos se aproximan a ella.

Para concluir que (sn )n € N es acotada
superiormente ya que S, <k.

Figura 2. Respuesta entregada por PUT.
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 97)

En términos del ETM, PU1 activo la génesis semiodtica e
instrumental, pues el profesor insta a la comprensién
de (sn)n € N mediante un gréafico, mostrando que
la sucesion es monotona creciente, lo cual genera el
plano vertical [Sem-Ins]. Como artefacto se identifica
el uso de la calculadora, y en términos de signos y
registros el tratamiento es grafico.

Por otro lado, como ya vimos, la produccion de PU1
estd basada en un analisis grafico-numérico, ya que
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se evidencia que este esperaba la utilizacion de una
calculadora para que los estudiantes obtuvieran una
aproximacion del limite (el cual sabemos que es el
numero irracional € ), y que eventualmente trazaran
una recta () = 2,72), de modo tal de visualizar que
la sucesion es acotada superiormente. Todo lo
anterior nos indica que el trabajo de PU1 se enmarca
en el paradigma Analisis-Geométrico/Aritmético
(AG) (Montoya y Vivier, 2016), que permite realizar
interpretaciones nacidas de la geometria y/o del
calculo aritmético, lo cual se ajusta a la actividad
realizada por PUT.

4.2 ETM idéneo de PU2

PU2 privilegia el uso de la regla de L'Hopital,
herramienta tedrica perteneciente al referencial de las
funciones, con la cual es posible calcular el limite de
la sucesion aplicando un resultado previo que conecta
las sucesiones con las funciones. Volveremos sobre
este punto mas adelante.

Tal como mencionamos en la introduccion, el analisis
de convergencia de la sucesion (ax)n € N puede ser
llevado a cabo mediante el criterio de convergencia de
sucesiones monotonas y acotadas, que establece que
todasucesioncreciente(respectivamente,decreciente)
y acotada superiormente (respectivamente, acotada
inferiormente) es convergente. Dado que PU2 aplico
la regla de L'Hé6pital en lugar de utilizar el criterio de
convergencia mencionado, y como este docente fue el
Unico en entregar una respuesta en el mismo momento
en que se le entrevistd, tuvimos la oportunidad de
preguntarle, justo después de entregar su respuesta,
las razones por las cuales utilizd dicha herramienta.
PU2 responde que “se debe a que los estudiantes estan
mas familiarizados con esta herramienta, debido a que
en el curso previo la utilizaron bastante”.

Figura 3. Respuesta de PU2.
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 98)

En las Figuras 3 y 4 se puede observar que PU2 no
menciond que para su desarrollo es necesario pasar
del célculo del limite de la sucesion (ax)n € N aun
limite de una funcién de una variable real, con el fin de
aplicar la regla de L'Hopital, y enseguida devolverse
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del limite de esta funcion para obtener el valor del
limite de la sucesion (ax)n € N . Con el fin de que
su calculo sea valido, basta aplicar el resultado previo
siguiente: Si liigf(x)zL y f(n)=an, cuando esun
entero, entonces lij)lgan =L, Esta herramienta tedrica
conecta ambos objetos matematicos, sucesiones y
funciones, y sobre todo provee una forma sencilla de
calcular limites de sucesiones, por medio del calculo
de limites de funciones al infinito (cuando la variable
X tiende al infinito). Cabe notar que, en este caso, la
funcion / (¥) posee una asintota horizontal y=L2
Notemos que, si deseamos aplicar la regla de
L'Hopital, herramienta tedrica para calcular limites de
funciones, es necesario previamente establecer una
conexion entre ambos objetos matematicos, tal como
hemos planteado en el parrafo anterior. Para ser mas
precisos, de la sucesion f(n) =a» pasamos a la
funcion x—)f(x) , lo cual implica un paso de
lo discreto a lo continuo, relacionando ambos
conceptos. Al respecto, PU2 no hace explicitamente
esta diferencia, ya que este no toma en cuenta
la dialéctica discreta/continuo. Seria
estudiar qué consecuencias podria esto traer para los

interesante

estudiantes, lo cual es materia de otro trabajo.

Figura 4. Propuesta de PU2 (continuacion).
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 99)

En los calculos realizados (Figura 4), PU2 da por hecho
que el numero e existe cuando calcula el limite. Sin

embargo, el nimero e existe porque se le puede
definir como el limite de la sucesién analizada, es
decir, lo que hace PU2 es utilizar precisamente lo que
hay que probar que existe (el limite de la sucesién
analizada en este trabajo). Existen ademas otras
formas de definir el nimero e (por ejemplo, definir la
funcién logaritmo natural por medio de una integral
definida, y enseguida definir el nimero € como la base
de dicho logaritmo), pero laidea central que deseamos
rescatar es que, al menos en el nivel universitario, hay
que definir tal nimero antes de proceder a utilizarlo.

Por otro lado, tal como fue mencionado anteriormente,
PU2 calculé el limite delasucesidnaplicandolareglade
L'Hopital, en lugar de aplicar el criterio de sucesiones
monotonas y acotadas, por la razon que el mismo
PU2 sefald. Para utilizar el criterio mencionado, PU2
deberia haber probado que la sucesion (an)n € N es
monodtona y acotada (en este caso, se puede
probar que (an)ne N es creciente y acotada
superiormente). De hecho, con el fin de abordar los
aspectos previos, PU2 propuso espontaneamente las
siguientes indicaciones (sin demostracion), las cuales
él dejaria a cargo de los estudiantes:

(1) Probar que (an)n € N es creciente usando el
teorema del binomioy que 1—i/n< 1-i/(n+1)
paracada i= 1, 2,...,n—1.

(2) Para demostrar que (ax)n € N es acotada usar
que §! > 2i—1 ,paracada iec N (mostrar la
desigualdad por induccion).

Desde nuestro marco, se observa que PU2 utilizd
una herramienta de las funciones de variable real
(la regla de L'Hopital) con el objetivo de calcular
el limite. Luego, sugiere implicitamente (pues no
lo menciona) utilizar el criterio de las sucesiones
monotonas y acotadas, para lo cual propuso los
puntos (1) y (2), los cuales quedan completamente
dentro del referencial de las sucesiones (sin recurrir
a herramientas pertenecientes a las funciones), con el
fin de probar que (ax)n € N es creciente y acotada
superiormente. Consideramos que en esta propuesta

! Para un mayor detalle, remitirse teorema 3 presente en el texto de J. Stewart (2012, p. 678).

2 \er Figura 6 (Stewart, 2012, p. 678).

3 Suponemos que PU2 propone las indicaciones transcritas debido a que considera importante probar la monotonia y el
acotamiento de (an), ya que posiblemente cree que el calculo del limite con la regla de L'Hépital es insuficiente.
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se activaron la génesis instrumental, en el sentido de
las herramientas utilizadas (artefactos teéricos), y la
génesis semidtica, activando el plano vertical [Sem-
Ins]. Ademas, se induce la activacion del plano vertical
[Sem-Dis] en el momento que PU2 deja propuestos los
puntos (1) y (2), invitando a los estudiantes a realizar
dichas pruebas.

Por ultimo, la propuesta se centra en el paradigma
de Analisis-Calculatorio (AC),
reglas explicitas del calculo (la regla de L'Hopital), sin

puesto que utiliza

cuestionarse la naturaleza de los objetos matematicos
involucrados, ya que, de hecho, desde el problema
original que consiste en analizar una sucesion, pasa
implicitamente a estudiar el limite de una funcion, sin
cuestionarse ni el paso ni el nuevo objeto introducido
(lafuncidn). En este sentido, notemos que hay aspectos
importantes que subyacen al paso de lo discreto a lo
continuo. En efecto, para diferenciar adecuadamente
ambos conceptos (discreto y continuo), hay que
tener en cuenta la completitud, ya que “lo continuo”
hace referencia en realidad a aquello que “no tiene
agujeros”. Esa sutil diferencia constituye el por qué
las sucesiones son tratadas de manera especial y no
como funciones ordinarias de variable real, aspecto
que pensamos que merece ser bien estudiado en
clases por parte de los docentes.

4.3 ETMidoneo de PU3

A continuacion, mostraremos la producciéon del

docente PU3. Preliminarmente, PU3 senald que
aplicaria algunas herramientas de cursos previos tales
como el teorema del binomio, el que, si bien es cierto
que en términos del ETM en otro curso podria ser parte
del referencial tedrico, en este, donde se estudian
sucesiones, deviene una herramienta operatoria
(Verdugo-Hernandez, 2018) que permite comprobar

que la sucesidén analizada es acotada.

PU3: Conocidas
desigualdades
Matematica, como son el teorema del binomio,

algunas  definiciones vy

basicas en los cursos de
ser acotado y la monotonia de una sucesion, por
el teorema del binomio, se tiene que:
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an:1+(ljn:2":0 " (l]:lﬁ-nl+n(n+l)‘L+...+n(nfl)i

n k k)\n n 2, n, n

:1+1+i(1—1)+1(1—1)-(1+1)+...+i(1—lj-(1—3)-...-(1—”;1j
2; n) 3 n 2 n; n n n

A continuacion, PU3 introdujo tres sucesiones

(an)neN, (ba)neN y (ca)n e N. Este sugiri
entonces comparar término a término dichas
sucesiones a partirde 7 =3 , con el fin de concluir

que la sucesion (an)n € N es acotada.

PU3: Se comprueba que la sucesion esta

acotada, para lo cual se consideran las siguientes
expresiones:

GG o (P RO

bﬂ:2+l+l+.“-¢—l
59 n;
cn:2+1+i+...+ 17]:3— 171
2 22 2/1 2r1

progresién geométrica

En efecto, comparando término a término a partir de
n=23 severificaque: 2<an<bn<ca=3-1/2""
de donde 2 < an < 3; luego, la sucesion (an)n € N
es acotada.

Ahora se demuestra que la sucesion es estrictamente
creciente de la siguiente manera:

n+l1 n

1 1 1
(l+fj+(l+fj+..‘+(l+7]+l %
MA>MGe~" " " sn+l [1+7]

<n-
n+l1

n+l n
=3 (1 +—l ) > (1 + l)
n+l n

< An+1> dn Luego, (an)n € N es monétona creciente.

1+l +1 B
n ntl ( 1)
—> 1+—

Asi PU3 concluyo, considerando los dos aspectos
anteriores (acotamiento y monotonia) que (an)n eN
esconvergente. Ademas, sefald que, en consecuencia,
“tiene limite finito”. Ese limite es precisamente el
numero €, irracional y trascendente, la demostracion
anterior activa la génesis discursiva. Para visualizar
este resultado el docente considerd el siguiente
grafico (Figura 5) que indica el comportamiento de
la sucesion, convergiendo al numero e, activando
la génesis instrumental. PU3 indica que &l
comportamiento de convergencia hacia el valor de e
por medio del gréfico es lento’, lo cual significa que
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numéricamente la sucesion se demora en acercarse
hacia la recta y = e (en el grafico ain no se aprecia
claramente que los puntos se acerquen a la recta

Y = € ; creemos que hubiese hecho falta graficar mas
puntos de la sucesion para acercarse de mejor forma).

186 &

N T |

1ML .

160 |

S T RS FE |

&

Figura 5. Gréfico de la sucesion (an)n € N .
Fuente: Verdugo-Hernandez (2016, p. 101)

En términos del ETM, PU3 realizd una propuesta
en donde se activaron las génesis discursiva e
instrumental, evidenciando la activacion de los planos
verticales [Sem-Dis] y [Sem-Ins]. El plano vertical
[Sem-Ins] se evidencia debido a que el docente activa
la génesis instrumental a través del grafico realizado
por medio del software Maple. El plano vertical
[Sem-Dis] se activa debido a que el docente activa
la génesis discursiva en direccién de la prueba, ya
que demuestra el acotamiento y la monotonia de la
sucesion (an)n e N .

Ademas, se realiza una segunda entrevista a PU3 para
consultarle si él genera regularmente actividades con
Maple en sus clases, a lo cual él afirma que si, aunque
dicha informacion no se pudo corroborar.

Se puede constatar que el trabajo matematico
desarrollado por el docente se encuentra en el
paradigma AC, ya que este utiliza reglas del calculo,
sin necesariamente profundizar en la naturaleza
de los objetos. Podemos senalar ademas que la
propuesta de PU3 posee un razonamiento propio del
dominio especifico de las sucesiones, dado que utiliza
herramientas relacionadas con estas, demostrando
detalladamente el acotamiento y la monotonia. La
importancia de estos aspectos radica en la utilizacién
del referencial propio de las sucesiones, ya que, por
lo dicho anteriormente, una de las herramientas
fundamentales para el estudio de la convergencia
de las sucesiones es el criterio de convergencia de
las sucesiones monotonas y acotadas. Entonces,
de hecho, para aplicar este criterio, ni siquiera se
necesita calcular el limite (el cual se deberia calcular
una vez que se sabe que la sucesion es convergente,
si es posible), sino que basta con probar la monotonia

y el acotamiento para demostrar la convergencia. Por
esa razon es una herramienta tedrica importante, ya
que ni siquiera se requiere conocer explicitamente el
término general de una sucesion para probar que es
convergente.

5. Conclusiones

En esta investigacion hemos realizado un estudio de
caso para abordar las posibles formas de ensefanza
de la sucesion (an)n € N, por medio del anlisis de
las producciones de tres docentes universitarios en
relacidén a cdmo ellos tratarian esta cuestién frente a
sus eventuales estudiantes. Para esto, hemos aplicado
el modelo del ETM del anélisis real, analizando
particularmente el ETM idoneo universitario,
considerando las distintas componentes, génesis y
planos, asi como también los distintos paradigmas del
andlisis real.

Desde el punto de vistateorico, hemos analizado el ETM
idoneo, a partirde lo cual evidenciamos que PU1trabaja
mucho mas en el desarrollo de la génesis semidtica en
su propuesta, mientras que los otros dos profesores
universitarios abordan lo solicitado activando también
las otras dos génesis. En concordancia con lo anterior,
los tres docentes activan distintos planos verticales,
evidenciando que PU2 y PU3 privilegian por sobre
todo la prueba. Sin embargo, esto podria obedecer
a distintas razones, entre las cuales estaria el tipo de
carrera hacia donde estan dirigidas las clases, dado
que PU2 y PU3 ensefan en carreras de Ingenieria Civil,
donde supuestamente la complejidad matematica
deberia ser mayor, mientras que PU1 realiza clases en
Ingeniera Comercial, donde la complejidad apuntaria
a otras areas del conocimiento.

En relacion a los paradigmas, constatamos que el
trabajo de estos tres profesores universitarios se
posiciona en los paradigmas AG y AC. Debemos senalar
que en este estudio de caso, en donde nos centramos
solamente en la produccién de los docentes relativa
al tratamiento de la sucesion (a.)n € N, no
evidenciamos el paradigma AR, cuestion que era
esperable, ya que para lo anterior requeririamos
considerar otros elementos que contribuyan al
ETM iddneo, tales como el estudio tedrico de las
sucesiones, donde se introduzca al menos la nocion
de convergencia, involucrando la completitud del
sistema de los numeros reales. Asimismo, a pesar de
que los ETM idéneos estudiados se enmarcan, como
ya hemos mencionado, en distintos paradigmas,
destacamos que el artefacto (software en este caso)
podria jugar un rol importante en la estructuracion
del ETM iddneo. Por otro lado, es interesante destacar
un tipo de trabajo que privilegia la utilizacion de
herramientas tedricas de las funciones (la regla
de L'Hépital), y otro tipo que no las incluye, pero
que incorpora herramientas operatorias, las cuales
pertenecen a otros dominios de las matematicas (el
teorema del binomio), dando cuenta de dos lineas de
trabajo bien diferenciadas en relacién a las sucesiones.
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En este trabajo se ha constatado que las propuestas
de los docentes privilegian distintas componentes de
trabajo en el ETM. En principio no se puede confirmar
que alguna de estas propuestas sea mejor que las otras,
sin embargo, el estudio del ETM nos indica claramente
que algunos docentes han desarrollado mas ciertas
componentes que otras. En este sentido postulamos
que, abarcando una mayor cantidad de génesis y
componentes, y generando una mayor circulacion
entre ellas, es decir, activando los distintos planos
verticales, se estaria ofreciendo la posibilidad de
una mejor ensefanza y comprension de las materias.
Asimismo, en concordancia con lo anterior, pensamos
que el hecho de estructurar la ensefanza basada
en los tres paradigmas podria apoyar la concepcion
de un posible trabajo matematico completo, en el
sentido de presentar una propuesta que abarque la
integracion coherente de ellos, dando cabida a un
trabajo de ensefianza mas amplio e incorporando
un proceso completo en el desarrollo del trabajo del
docente.

En consecuencia, creemos que es interesante que
los profesores ensefien posicionandose en los tres
paradigmas y puedan mostrar las limitaciones vy
ventajas de usar uno por sobre el otro, y sobre
todo las ventajas de integrarlos holisticamente de
forma coherente. En este marco de trabajo, seria
deseable obtener resultados desde el punto de
vista del ETM personal del estudiante, en donde los
docentes apliquen un ETM idéneo transitando entre
los paradigmas y no solamente privilegiando uno
sobre otro. En ese sentido, seria adecuado integrar
el aspecto gréafico de las sucesiones con el aspecto
tedrico, sin descuidar este ultimo, de manera de
producir una mayor comprension en los estudiantes
sobre las tareas tedricas que se esperaria que ellos
enfrentaran, algunas de las cuales sintetizamos en este
trabajo por medio de la sucesion estudiada a través
de las producciones de los docentes universitarios. En
todo caso, queda abierto analizar si efectivamente los
estudiantes lograrian apropiarse mas de los conceptos
teoricos si se incorporaran los aspectos graficos de
las sucesiones, y asimismo si se integraran todos
los paradigmas del analisis, incluyendo los planos
verticales y génesis del ETM, importante cuestion que
sera analizada en otro trabajo.
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